Dynamik von Solitonen in der eindimensionalen Gross-Pitaevskii-Gleichung mit attraktiver Wechselwirkung by Ilg, Tobias
Dynamik von Solitonen in der eindimensionalen
Gross-Pitaevskii-Gleichung mit attraktiver
Wechselwirkung
Bachelorarbeit von
Tobias Ilg
4. September 2015
Pru¨fer: Prof. Dr. Jo¨rg Main
1. Institut fu¨r Theoretische Physik
Universita¨t Stuttgart
Pfaffenwaldring 57, 70550 Stuttgart

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung 5
1.1 Einfu¨hrung in das Thema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Aufbau der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2 Bose-Einstein-Kondensation 7
2.1 Gross-Pitaevskii-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1.1 Herleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1.2 Wahl geeigneter Einheiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.3 Helle Solitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Variationsprinzip nach McLachlan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.1 Ansatz mit Gaußschen Wellenpaketen . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2.2 Umschreiben der Bewegungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . 14
3 Stationa¨re Lo¨sungen 17
3.1 Stationa¨re Lo¨sung fu¨r eine Gaußfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 Gekoppelte Gaußfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.1 Fixpunkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2.2 Vergleich mit der analytischen Lo¨sung . . . . . . . . . . . . . . . 22
4 Dynamik einzelner Solitonen 25
4.1 Umschreiben des Ansatzes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2 Translation einer Gaußfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.3 Translation gekoppelter Gaußfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5 Sto¨ße zwischen Solitonen 37
5.1 Sto¨ße zwischen zwei Solitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.1.1 Festlegung eines Koordinatensystems . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.1.2 Symmetrien der Wellenfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5.1.3 Eine Gaußfunktion pro Soliton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.1.4 Mehrere Gaußfunktionen pro Soliton . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.2 Sto¨ße mehrerer Solitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.2.1 Sto¨ße zwischen drei Solitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.2.2 Sto¨ße zwischen vier Solitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
6 Zusammenfassung und Ausblick 61
3
Inhaltsverzeichnis
Literaturverzeichnis 63
Danksagung 65
4
1 Einleitung
1.1 Einfu¨hrung in das Thema
Teilchen mit halbzahligem Spin werden als Fermionen bezeichnet. Nach dem Pauli-
Verbot du¨rfen sich zwei Fermionen nicht im selben quantenmechanischen Zustand be-
finden. Diese Einschra¨nkung gilt jedoch nicht fu¨r Teilchen mit ganzzahligem Spin, auch
Bosonen genannt. Durch den Wegfall dieser Einschra¨nkung tritt in bosonischen Gasen
bei sehr tiefen Temperaturen ein Phasenu¨bergang auf, der so in einem Fermi-Gas oder
einem klassischen Gas nicht zu beobachten ist. Die Teilchen des Bose-Gases kondensieren
unterhalb einer kritischen Temperatur in den Grundzustand, wodurch dieser makrosko-
pisch besetzt wird. Die Teilchen im Kondensat sind vollsta¨ndig delokalisiert und ko¨nnen
durch eine einzige Wellenfunktion beschrieben werden. Vorhergesagt wurde dieser neue
Aggregatzustand von Albert Einstein [1, 2] im Jahre 1924 auf Grundlage der Arbeit von
Satyendranath Bose [3] und wird als Bose-Einstein-Kondensat bezeichnet. Der experi-
mentelle Nachweis blieb u¨ber 70 Jahre aus und folgte im Jahr 1995 [4–6].
In der vorliegenden Arbeit werden Bose-Einstein-Kondensate untersucht, die sich ent-
lang einer Richtung frei bewegen ko¨nnen. Zwischen den Teilchen besteht eine attrak-
tive Kontaktwechselwirkung. In Mean-Field-Na¨herung, die Korrelationen zwischen den
Teilchen vernachla¨ssigt, ko¨nnen die Kondensate durch die nichtlineare Gross-Pitaevskii-
Gleichung beschrieben werden [7, 8]. Stationa¨re analytische Lo¨sungen der eindimen-
sionalen Gross-Pitaevskii-Gleichung sind bekannt und werden fu¨r den Fall attraktiver
Wechselwirkung als helle Solitonen bezeichnet. Allgemein sind Solitonen Wellenpakete,
die sich ohne A¨nderung ihrer Form fortbewegen. Sie treten als Lo¨sung von nichtlinea-
ren Wellengleichungen auf und somit auch als Lo¨sung der Gross-Pitaevskii-Gleichung.
Ziel der Arbeit ist es jedoch nicht nur stationa¨re Lo¨sungen zu untersuchen, sondern
auch auf die Dynamik von Solitonen sowie deren Sto¨ße untereinander einzugehen. Da-
zu werden die hellen Solitonen durch Gaußfunktionen approximiert, fu¨r die nach dem
Variationsprinzip nach McLachlan [9] Bewegungsgleichungen aufgestellt werden. Es gilt
zum einen zu untersuchen, inwieweit sich die stationa¨ren Solitonen als Superposition von
Gaußfunktionen beschreiben lassen und zum anderen wie effektiv sich die Dynamik von
Sto¨ßen zwischen Solitonen mit gekoppelten Gaußfunktionen behandeln la¨sst. Fu¨r die
Veranschaulichung der Dynamik wurden fu¨r einige Abbildungen der Arbeit zusa¨tzlich
Animationen angefertigt [10].
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1.2 Aufbau der Arbeit
In Kapitel 2 wird auf die theoretischen Grundlagen fu¨r die Untersuchung der Dynamik
eingegangen. Dazu wird die Herleitung der Gross-Pitaevskii-Gleichung kurz skizziert. Ei-
ne genauere Herleitung kann beispielsweise in der Masterarbeit von Haag [11] gefunden
werden. Nach der Festlegung geeigneter Einheiten wird kurz auf die analytische sta-
tiona¨re Lo¨sung der Gross-Pitaevskii-Gleichung eingegangen. Das Variationsprinzip nach
McLachlan sowie dessen Anwendung auf die Gross-Pitaevskii-Gleichung, unter Verwen-
dung eines Ansatzes aus Gaußfunktionen, wird in diesem Kapitel ebenfalls erla¨utert.
Kapitel 3 bescha¨ftigt sich mit stationa¨ren Lo¨sungen der Bewegungsgleichungen und ver-
gleicht diese mit den hellen Solitonen. In Kapitel 4 werden den Solitonen Geschwin-
digkeiten zugewiesen. Kapitel 5 setzt sich mit Sto¨ßen zwischen Solitonen auseinander.
Dazu werden zuna¨chst Sto¨ße aus zwei Solitonen betrachtet, um spa¨ter auf weitere Sto¨ße
zwischen bis zu vier Solitonen einzugehen. Im letzten Kapitel, Kapitel 6, werden die Er-
gebnisse der Arbeit kurz zusammengefasst und es wird ein kurzer Ausblick auf mo¨gliche,
zuku¨nftige Themen gegeben.
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2.1 Gross-Pitaevskii-Gleichung
2.1.1 Herleitung
Die Schro¨dingergleichung fu¨r N identische bosonische Teilchen der Masse m setzt sich
aus den kinetischen Termen der einzelnen Teilchen
− ~
2
2m
∆i (2.1)
sowie den Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
VWW(ri, rj) (2.2)
zusammen. A¨ußere Kra¨fte, wie zum Beispiel die einer harmonischen Falle, werden in
dieser Arbeit nicht diskutiert, sodass
Vext = 0 (2.3)
gesetzt wird. Die zeitunabha¨ngige Schro¨dingergleichung lautet somit
N∑
i=1
− ~22m∆i + 12
N∑
j=1
j 6=i
VWW(ri, rj)

︸ ︷︷ ︸
=Hˆ
ψ(r1, ..., rN ) = Eψ(r1, ..., rN ). (2.4)
Wie bereits in der Einleitung erwa¨hnt, befinden sich die Teilchen in einem Bose-Einstein-
Kondensat alle im selben Zustand. Als Ansatz fu¨r den Grundzustand kann somit in
Mean-Field-Na¨herung ein Produktansatz ausN identischen Einteilchenwellenfunktionen
ψ(r1, ..., rN ) =
N∏
i=1
ϕ(ri) (2.5)
gewa¨hlt werden. Bei diesem Ansatz ist allerdings zu beachten, dass er die Korrelationen
zwischen den Teilchen vernachla¨ssigt, da die Wellenfunktionen ϕ(ri) jeweils nur von den
7
2 Bose-Einstein-Kondensation
Koordinaten eines Teilchens abha¨ngen. Zur Beschreibung des Grundzustandes muss die
gewa¨hlte Wellenfunktion die Energie
E =
〈ψ|Hˆ|ψ〉
〈ψ|ψ〉 (2.6)
minimieren. Zur Minimierung wird der Lagrange-Multiplikator µN eingefu¨hrt. Als Ne-
benbedingung dient die Normierung der Wellenfunktion∫
R3
|ϕ(r)|2dr = 1. (2.7)
Die Minimierungsbedingung lautet somit
δ
[
E − µN
(∫
R3
|ϕ(r)|2dr− 1
)]
!
= 0. (2.8)
Variiert wird nach der Wellenfunktion ψ bzw. ψ∗ und fu¨hrt unter der Annahme N  1
auf die allgemeine zeitunabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung− ~2
2m
∆ +N
∫
R3
|ϕ(r′)|2VWW(r, r′)dr′
ϕ(r) = µϕ(r). (2.9)
Zur weiteren Vereinfachung wird angenommen, dass es sich bei der Wechselwirkung um
eine kurzreichweitige Kontaktwechselwirkung der Form
VWW =
4pi~2
m
asδ(r− r′) (2.10)
mit Streula¨nge as handelt. Fu¨r den Vorfaktor in Gleichung (2.10) wird die Kopplungs-
konstante
g =
4pi~2N
m
as (2.11)
eingefu¨hrt. Einsetzen von Gleichung (2.10) sowie (2.11) in Gleichung (2.9) liefert die
zeitunabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung(
− ~
2
2m
∆ + g|ϕ(r)|2
)
ϕ(r) = µϕ(r), (2.12)
wobei µ mit dem chemischen Potential identifiziert werden kann. Durch die Ersetzung
µ→ i~∂t folgt die zeitabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung(
− ~
2
2m
∆ + g|ϕ(r, t)|2
)
ϕ(r, t) = i~
∂
∂t
ϕ(r, t). (2.13)
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Fu¨r stationa¨re Lo¨sungen besteht der Zusammenhang
ϕ(r, t) = ϕ(r)e−
i
~µt (2.14)
zwischen den Lo¨sungen der zeitabha¨ngigen und zeitunabha¨ngigen Gross-Pitaevskii-Glei-
chung, wie durch Einsetzen gezeigt werden kann. Im Folgenden werden die Betrachtungen
auf eine Dimension beschra¨nkt. Die Normierungsbedingung der Wellenfunktion lautet
in einer Dimension
+∞∫
−∞
|ϕ(x)|2dx = 1. (2.15)
Die zeitunabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung aus Gleichung (2.12) wird in einer Di-
mension zu (
~2
2m
∂2
∂x2
+ g|ϕ(x)|2
)
ϕ(x) = µϕ(x), (2.16)
wa¨hrend sich die zeitabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung wiederum durch die Erset-
zung µ→ i~∂t zu (
~2
2m
∂2
∂x2
+ g|ϕ(x, t)|2
)
︸ ︷︷ ︸
H
ϕ(x, t) = i~
∂
∂t
ϕ(x, t) (2.17)
ergibt. Es ist zu beachten, dass sich die Dimension der Kopplungskonstanten g beim
Wechsel von drei Dimensionen zu einer Dimension a¨ndert, da sich die eindimensionale
Streutheorie von der dreidimensionalen unterscheidet und Gleichung (2.11) so nicht mehr
gilt. Bei attraktiven Kontaktwechselwirkungen, wie sie hier untersucht werden, ist die
Kopplungskonstante g negativ.
2.1.2 Wahl geeigneter Einheiten
Vor konkreten Untersuchungen ist es sinnvoll ein geeignetes Einheitensystem festzulegen.
Wie in der Quantenmechanik u¨blich wird die Wirkung in Einheiten von ~, wobei
~ = 1 (2.18)
gewa¨hlt wird, angegeben. Die mit dem Index 0 gekennzeichneten Gro¨ßen bezeichnen
im Folgenden die Einheit der jeweiligen Gro¨ße. So ist beispielsweise m0 die Einheit der
Masse und wird als
m0 = 2m (2.19)
gewa¨hlt. Wie der kinetische Term der Gross-Pitaevskii-Gleichung, besitzt auch der Kon-
taktwechselwirkungsterm
V = g|ϕ|2 (2.20)
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aus Gleichung (2.17) die Einheit einer Energie. Als Energieeinheit wird
E0 =
~2
m0x20
(2.21)
angesetzt. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion hat die Bedeutung einer Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte. Aus der Normierung der Wellenfunktion aus Gleichung (2.15)
ergibt sich die Einheit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte zu
[|ϕ|2] = 1
x0
. (2.22)
Die Einheit der Kopplungskonstanten ist durch die Gleichungen (2.20), (2.21) sowie
Gleichung (2.22) zu
g0 =
~2
m0x0
(2.23)
festgelegt. Es ist zu beachten, dass g0 nur noch von der noch nicht festgelegten La¨n-
geneinheit x0 abha¨ngt. Die freie Wahl einer La¨ngeneinheit kann somit genutzt werden,
um die dimensionslose Kopplungskonstante im Folgenden zu g = −1 in der Einheit g0
festzulegen. Dazu muss
x0 =
~2
m0|g| (2.24)
gesetzt werden. Dies hat zur Folge, dass die Untersuchung der Dynamik fu¨r verschie-
dene dimensionslose Kopplungskonstanten kein physikalisch unterschiedliches Verhalten
liefert, da eine A¨nderung von g gerade einer A¨nderung der La¨ngeneinheit entspricht. Die
Wahl g = −1 ist dabei willku¨rlich. Eine genauere Betrachtung der Wirkung
~ = x0p0 =
m0x
2
0
t0
, (2.25)
wobei p0 die Einheit fu¨r den Impuls p bezeichnet, liefert Ru¨ckschlu¨sse auf die Zeiteinheit.
Einsetzen von Gleichung (2.19) sowie (2.24) in Gleichung (2.25) und Umformen nach t0
liefert fu¨r die Zeiteinheit
t0 =
~3
2m|g|2 . (2.26)
Die Einheit des Impulses p0 ergibt sich durch Umformen von Gleichung (2.25) nach p0
sowie Einsetzen von Gleichung (2.19) und (2.24) zu
p0 =
2m|g|
~
. (2.27)
Alle Gro¨ßen α sind im Folgenden als dimensionslos anzusehen. Sie ergeben sich aus den
dimensionsbehafteten Gro¨ßen α˜ und deren Einheiten α0 zu
α =
α˜
α0
. (2.28)
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In diesen Einheiten vereinfacht sich die zeitabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.17)
zur dimensionslosen Gross-Pitaevskii-Gleichung(
− ∂
2
∂x2
− |ϕ(x, t)|2
)
ϕ(x, t) = i
∂
∂t
ϕ(x, t). (2.29)
Die dimensionslose zeitunabha¨ngige Gross-Pitaevskii-Gleichung lautet in diesen Einhei-
ten (
− ∂
2
∂x2
− |ϕ(x)|2
)
︸ ︷︷ ︸
=H
ϕ(x) = µϕ(x). (2.30)
2.1.3 Helle Solitonen
Fu¨r attraktive Wechselwirkungen zwischen den Teilchen kann als stationa¨re Lo¨sung ein
Ansatz der Form
f =
b
cosh(ax)
(2.31)
gewa¨hlt werden [12]. Einsetzen des Ansatzes (2.31) in die dimensionslose zeitunabha¨ngige
Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.30) liefert
a2 = −µ und b2 = −2µ. (2.32)
Die stationa¨re analytische Lo¨sung der zeitunabha¨ngigen dimensionslosen Gross-Pitaevskii-
Gleichung ergibt sich durch Einsetzen von Gleichung (2.32) in Gleichung (2.31) zu
f =
√
−2µ 1
cosh(
√−µx) . (2.33)
Aus der Normierungsbedingung der Wellenfunktion
+∞∫
−∞
−2µ 1
cosh2(
√−µx)dx
!
= 1 (2.34)
la¨sst sich das chemische Potential zu
µ = − 1
16
(2.35)
bestimmen. Einsetzen von Gleichung (2.35) in Gleichung (2.33) liefert fu¨r die Wellen-
funktion
f =
√
1
8
1
cosh(x/4)
. (2.36)
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Das chemische Potential µ la¨sst sich andererseits auch als Erwartungswert des Hamil-
tonoperators aus Gleichung (2.30) berechnen
µ = 〈ϕ |H |ϕ〉 (2.37)
und fu¨hrt wiederum auf µ = −1/16. Die Mean-Field-Energie Emf der Gross-Pitaevskii-
Gleichung ist definiert als [13]
Emf =
〈
− ∂
2
∂x2
〉
− 1
2
〈 ∣∣ϕ ∣∣ 2〉 , (2.38)
wobei der Faktor 1/2 vor dem Wechselwirkungsterm verhindert die Wechselwirkungs-
energie zwischen zwei Teilchen doppelt zu werten. Sie entspricht der Energie des Systems
und ist somit erhalten. Die Mean-Field-Energie der analytischen Lo¨sung ergibt sich durch
Einsetzen von Gleichung (2.36) in Gleichung (2.38) zu
Emf = − 1
48
. (2.39)
2.2 Variationsprinzip nach McLachlan
Ziel ist es, die stationa¨re Lo¨sung aus Gleichung (2.36) durch einen Variationsansatz fu¨r
die Wellenfunktion zu approximieren. Dazu wird das Variationsprinzip nach McLachlan
[9] verwendet. Aus dem Variationsprinzip ko¨nnen Bewegungsgleichungen fu¨r die Va-
riationsparameter aufgestellt werden, die die Dynamik des Systems beschreiben. Das
Variationsprinzip minimiert das Funktional
I = ‖iφ−Hψ‖2 = 〈φ|φ〉+ i 〈φ|Hψ〉 − i 〈Hψ|φ〉+ 〈Hψ|Hψ〉 , (2.40)
wobei anschließend
φ = ψ˙ (2.41)
gewa¨hlt wird. Der Hamiltonoperator H besteht im Allgemeinen aus einem kinetischen
Term T sowie einem potentiellen Term V
H = T + V = − ∂
2
∂x2
+ V (x). (2.42)
Es wird angenommen, dass ψ = ψ(z(t)) durch einen Satz komplexer Parameter z(t)
parametrisiert ist, wodurch φ = φ(z(t), z˙(t)) ist. Die Variation erfolgt nach φ, wa¨hrend
ψ festgehalten wird. Durch das Festhalten von ψ(z(t)) bei der Variation folgt
δz = 0. (2.43)
Die Variation nach φ ergibt
δI = 〈δφ|φ〉+ 〈φ|δφ〉 − i 〈Hψ|δφ〉+ i 〈δφ|Hψ〉 != 0, (2.44)
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wobei fu¨r
δφ = δφ(z(t), z˙(t)) =
∂φ
∂z
δz︸ ︷︷ ︸
=0
+
∂φ
∂z˙
δz˙
=
∂
∂z˙
(
∂ψ
∂z
z˙
)
δz˙
=
∂ψ
∂z
δz˙
(2.45)
eingesetzt wird. Damit folgt aus Gleichung (2.44)〈
∂ψ
∂z
∣∣∣∣ ψ˙ + iHψ〉 δz˙+〈ψ˙ + iHψ ∣∣∣∣ ∂ψ∂z
〉
δz˙∗ = 0. (2.46)
Gleichung (2.46) gilt fu¨r alle Variationen. Die Faktoren vor δz˙ bzw. δz˙∗ mu¨ssen somit
jeweils fu¨r sich verschwinden, was auf die Bedingung〈
∂ψ
∂z
∣∣∣∣ iψ˙ + ∂2∂x2ψ − V ψ
〉
= 0 (2.47)
fu¨hrt.
2.2.1 Ansatz mit Gaußschen Wellenpaketen
Zur Approximation der analytischen Lo¨sung (2.36) wird ein Ansatz aus Ng Gaußschen
Wellenpaketen
ψ =
Ng∑
n=1
e−anx
2+bnx+cn =
Ng∑
n=1
gn (2.48)
gewa¨hlt. Der Vektor z besteht in diesem Fall aus den Eintra¨gen
z =

a1
b1
c1
...
aNg
bNg
cNg

. (2.49)
Die Parameter an legen die Breite der Gaußfunktion fest. Mit dem Realteil von bn ko¨nnen
die Gaußfunktionen verschoben werden, wobei der Imagina¨rteil spa¨ter genutzt werden
kann, um den Solitonen eine Geschwindigkeit zuzuweisen. Die Parameter cn dienen zum
13
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einen zur Normierung der Wellenfunktion, beru¨cksichtigen allerdings auch relative Am-
plituden zwischen den Gaußfunktionen. Die Bewegungsgleichungen fu¨r die Parameter z
ergeben sich aus
iψ˙ +
∂2
∂x2
ψ =
Ng∑
n=1
gn
x2 (−ia˙n + 4a2n)︸ ︷︷ ︸
≡V n2
+x
(
ib˙n − 4anbn
)
︸ ︷︷ ︸
≡V n1
+
(
ic˙n + (b
2
n − 2an)
)︸ ︷︷ ︸
≡V n0
 (2.50)
zu
a˙n = −4ia2n + iV n2 , (2.51a)
b˙n = −4ianbn − iV n1 , (2.51b)
c˙n = −2ian + ib2n − iV n0 . (2.51c)
Zur Lo¨sung der Bewegungsgleichungen werden die Gro¨ßen V n2 , V
n
1 sowie V
n
0 beno¨tigt.
Einsetzen von Gleichung (2.50) in Gleichung (2.47) und Umformen liefert das 3Ng-
dimensionale lineare Gleichungssystem〈
∂ψ
∂z
∣∣∣∣∣
Ng∑
n=1
gn
(
x2V n2 + xV
n
1 + V
n
0
)〉
= −
〈
∂ψ
∂z
∣∣∣∣ψ∗ψ ∣∣∣∣ψ〉 , (2.52)
dessen Lo¨sungen die gesuchten Gro¨ßen V n2 , V
n
1 sowie V
n
0 sind.
2.2.2 Umschreiben der Bewegungsgleichungen
Der quadratische Term in Gleichung (2.51a) kann bei der numerischen Integration der
Bewegungsgleichungen Schwierigkeiten verursachen [14]. Um die Schwierigkeiten zu um-
gehen, ko¨nnen die Bewegungsgleichungen umgeschrieben werden, indem ein Ansatz der
Form
an =
pn
qn
(2.53)
gewa¨hlt wird. Einsetzen von Gleichung (2.53) in Gleichung (2.51a) liefert
p˙n
qn
− pn
q2n
q˙n = −4ip
2
n
q2n
+ iV n2 . (2.54)
Multiplikation von Gleichung (2.54) mit qn sowie Koeffizientenvergleich der Terme
pn
qn
liefert die Bewegungsgleichungen
p˙n = iqnV
n
2 , (2.55a)
q˙n = 4ipn. (2.55b)
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Aus den drei Gleichungen der Bewegung (2.51a)-(2.51c) ko¨nnen so vier Bewegungsglei-
chungen
p˙n = iqnV
n
2 , (2.56a)
q˙n = 4ipn, (2.56b)
b˙n = −4ianbn − iV n1 , (2.56c)
c˙n = −2ian + ib2n − iV n0 (2.56d)
gewonnen werden. Aus der Bewegungsgleichung (2.51a) fu¨r die Breitenparameter an wer-
den so zwei Bewegungsgleichungen (2.56a) sowie (2.56b), wodurch zusa¨tzliche Anfangs-
bedingungen gewa¨hlt werden mu¨ssen. Diese Anfangsbedingungen mu¨ssen mit an =
pn
qn
vertra¨glich sein. Als zusa¨tzliche Anfangsbedingungen werden
pn(0) = an(0) und qn(0) = 1 (2.57)
gewa¨hlt.
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Ziel dieser Arbeit ist es insbesondere die Dynamik der Solitonen zu untersuchen. Dazu ist
es allerdings zwingend erforderlich zuerst stationa¨re Lo¨sungen der Gleichungen (2.51) zu
finden. Anschließend wird den stationa¨ren Lo¨sungen eine Geschwindigkeit zugeordnet.
Auf die Untersuchung stationa¨rer Lo¨sungen wird ebenfalls in der Arbeit von Tschu¨ter
[15] eingegangen.
3.1 Stationa¨re Lo¨sung fu¨r eine Gaußfunktion
Im Spezialfall einer Gaußfunktion lautet die Wellenfunktion
ψ = e−a1x
2+b1x+c1 . (3.1)
Die stationa¨re Solitonlo¨sung aus Gleichung (2.36) ist rein reell. Es wird deshalb ange-
nommen, dass auch die Gro¨ßen a1 und b1 rein reell sind. Zudem kann ohne Beschra¨nkung
der Allgemeinheit die Gaußfunktion im Ursprung zentriert werden, wodurch b1 = 0 folgt.
Der Realteil des Parameters c1 ist im Spezialfall einer Gaußfunktion durch die Normie-
rung festgelegt, wohingegen der Imagina¨rteil einer globalen Phase entspricht, die in der
Quantenmechanik frei wa¨hlbar ist. Fu¨r die Fixpunktsuche wird die Phase gleich Null
gesetzt. Die durch die 3 komplexen Gro¨ßen a1, b1 sowie c1 anfangs sechsdimensionale
Nullstellensuche kann so auf eine eindimensionale Nullstellensuche fu¨r a1 reduziert wer-
den. Es gilt nun den Fixpunkt der Gleichung (2.51a)
0 = −4ia21 + iV 12 (3.2)
zu finden. Zuna¨chst muss durch Gleichung (2.52) ein lineares Gleichungssystem aufge-
stellt werden, aus dem die Gro¨ßen V 12 , V
1
1 sowie V
1
0 bestimmt werden ko¨nnen. Im Fall
einer Gaußfunktion lautet das Gleichungssystem〈
∂ψ
∂a1
|x2ψ〉 〈 ∂ψ
∂a1
|xψ〉 〈 ∂ψ
∂a1
|ψ〉
〈 ∂ψ
∂b1
|x2ψ〉 〈 ∂ψ
∂b1
|xψ〉 〈 ∂ψ
∂b1
|ψ〉
〈 ∂ψ
∂c1
|x2ψ〉 〈 ∂ψ
∂c1
|xψ〉 〈 ∂ψ
∂c1
|ψ〉

V 12V 11
V 10
 = −
〈
∂ψ
∂a1
|ψ∗ψ|ψ〉
〈 ∂ψ
∂b1
|ψ∗ψ|ψ〉
〈 ∂ψ
∂c1
|ψ∗ψ|ψ〉
 . (3.3)
Auswerten der Integrale unter Beru¨cksichtigung von b1 = 0 fu¨hrt auf
−3
8
√
pi
8a51
e2c1 0 −1
2
√
pi
8a31
e2c1
0 1
2
√
pi
8a31
e2c1 0
1
2
√
pi
8a31
e2c1 0
√
pi
2a1
e2c1


V 12
V 11
V 10
 =

1
16
√
pi
a31
e4c1
0
−1
2
√
pi
a1
e4c1
 . (3.4)
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Das Lo¨sen des linearen Gleichungssystems (3.4) liefert die gesuchten Gro¨ßen
V 12 = −
1√
2
a1e
2c1 , V 11 = 0 sowie V
1
0 = −
5
4
1√
2
e2c1 . (3.5)
V 12 ist nun bekannt und kann in die Fixpunktgleichung (3.2) eingesetzt werden. Auflo¨sen
nach dem gesuchten Fixpunkt a1 liefert
a1 =
1√
32
e2c1 . (3.6)
Der Breitenparameter a1 ha¨ngt jedoch noch vom Amplitudenparameter c1 ab, welcher
allerdings keine unabha¨ngige Gro¨ße ist. Der Amplitudenparameter c1 ha¨ngt u¨ber die
Normierung der Wellenfunktion
+∞∫
−∞
e−2a1x
2+2c1dx = 1 (3.7)
mit dem Breitenparameter a1 zusammen. Auswerten des Gaußintegrals und Umformen
nach c1 liefert den Zusammenhang
c1 =
1
4
ln
(
2a1
pi
)
(3.8)
zwischen a1 und c1. Einsetzen von Gleichung (3.8) in Gleichung (3.6) liefert schließlich
a1 =
1
16pi
(3.9)
und dies wiederum
c1 = ln
(√
1√
8pi
)
= −1
2
ln
(√
8pi
)
. (3.10)
Damit ergibt sich als Lo¨sung
ψ = e−
x2
16pi
− 1
2
ln(
√
8pi). (3.11)
In den Abbildungen 3.1 sind die Betragsquadrate der analytischen Lo¨sung aus Gleichung
(2.36) sowie des Ansatzes aus einer Gaußfunktion aus Gleichung (3.11) zum Vergleich
dargestellt. In Abbildung 3.1(a) sind die Abweichungen des Ansatzes zur analytischen
Lo¨sung deutlich zu erkennen. Der Ansatz aus einer Gaußfunktion besitzt eine niedrigere
Amplitude, ist allerdings breiter als die analytische Lo¨sung. Auf der logarithmischen
Skala aus Abbildung 3.1(b)) ist zu sehen, dass die analytische Lo¨sung deutlich schwa¨cher
abfa¨llt als der gewa¨hlte Ansatz. Fu¨r große Entfernungen zum Zentrum fa¨llt der Term
1/ cosh(x/4) der analytischen Lo¨sung wie exp(−x/4), auf einer logarithmischen Skala
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Abbildung 3.1: Vergleich der analytischen Lo¨sung f mit dem Ansatz aus einer Gaußfunk-
tion. Aufgetragen ist das Betragsquadrat der Wellenfunktionen gegen den
Ort x mit a) linearer und b) logarithmischer Skala.
folglich linear. Der Ansatz aus Gaußfunktionen fa¨llt immer wie exp(−x2), auf einer
logarithmischen Skala somit quadratisch, wodurch die deutlichen Unterschiede sichtbar
werden.
Die gefundene Lo¨sung (3.11) stellt einen Fixpunkt der Bewegungsgleichungen (2.51a)
und (2.51b) dar, wa¨hrend sich die Phase der Wellenfunktion weiterhin zeitlich a¨ndert.
Die A¨nderung der Phase der Wellenfunktion ergibt sich durch Einsetzen von a1 aus
Gleichung (3.9) sowie V 10 aus Gleichung (3.5) in Gleichung (2.51c) zu
c˙1 = 3a1 =
3i
16pi
(3.12)
und ist zeitlich konstant. Das chemische Potential µ und die Mean-Field-Energie Emf
ko¨nnen nun aus der gefundenen Lo¨sung berechnet werden. Das chemische Potential µ
entspricht dem Erwartungswert des Hamiltonoperators aus Gleichung (2.30)
µ =
〈
− ∂
2
∂x2
− |ψ|2
〉
(3.13)
und berechnet sich zu
µ = −3a1 = − 3
16pi
. (3.14)
Wie nach Gleichung (2.14) zu erwarten ist, entspricht die A¨nderung der Phase der Wel-
lenfunktion gerade dem negativen chemischen Potential µ. Die Mean-Field-Energie be-
rechnet sich nach Gleichung (2.38) zu
Emf = −a1 = − 1
16pi
. (3.15)
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3.2 Gekoppelte Gaußfunktionen
Zur besseren Approximation der hellen Solitonen werden im folgenden Ansa¨tze aus meh-
reren Gaußfunktionen verglichen. Die Bestimmung der Fixpunkte erfolgt numerisch. Bei
Ng Gaußfunktionen ergeben sich aus den drei komplexen Gro¨ßen an, bn sowie cn 6Ng
Gleichungen der Bewegung. Wie schon im Fall einer Gaußfunktion ko¨nnen die Gro¨ßen
an sowie bn rein reell gewa¨hlt werden, da die analytische Lo¨sung aus Gleichung (2.36)
ebenfalls rein reell ist. Es verbleiben noch 4Ng Gleichungen. Die Gaußfunktionen werden
im Ursprung zentriert, sodass die Gro¨ßen bn Null gesetzt werden ko¨nnen. Bei Gleichung
(2.52) handelt es sich um ein reelles lineares Gleichungssystem, wodurch die Lo¨sungen
fu¨r die Gro¨ßen V n2 , V
n
1 und V
n
0 ebenfalls rein reelle Gro¨ßen sind. Werden unter diesen
Aspekten die Bewegungsgleichungen (2.51a) und (2.51c) fu¨r die Breitenparameter an
bzw. Amplitudenparameter cn betrachtet, so zeigt sich, dass die A¨nderungen a˙n sowie
c˙n rein imagina¨r sind und so nur noch 2Ng Gleichungen betrachtet werden mu¨ssen. Der
Realteil der Gro¨ßen cn war bei einer Gaußfunktion festgelegt durch deren Normierung.
Bei mehreren Gaußfunktionen geben die Realteile die relativen Amplituden zwischen den
Gaußfunktionen an, wobei wiederum ein Parameter cn durch die Normierung festgelegt
ist. Fu¨r die Imagina¨rteile der Gro¨ßen cn wird angenommen, dass diese zu jedem Zeitpunkt
den selben Wert besitzen. Der Imagina¨rteil entspricht demnach, wie bei einer Gaußfunk-
tion, einer globalen Phase, die Null gesetzt wird. Fu¨r die letztendliche Fixpunktsuche
verbleiben noch 2Ng − 1 Gleichungen. Mit zunehmender Anzahl an Gaußfunktionen
mu¨ssen die Startwerte fu¨r die Fixpunktsuche immer genauer gewa¨hlt werden. Die Fix-
punktsuche wurde fu¨r bis zu Ng = 6 Gaußfunktionen erfolgreich durchgefu¨hrt. Fu¨r mehr
als sechs Gaußfunktionen gestaltet sich die Wahl der Startwerte als sehr aufwendig, auch
wenn die Fixpunkte einem Schema folgen, auf das noch genauer eingegangen wird.
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3.2.1 Fixpunkte
Die Fixpunkte fu¨r Ansa¨tze aus bis zu sechs Gaußfunktionen sind in den Tabellen 3.1
aufgelistet. Die Amplitudenparameter cn sind nach aufsteigender Gro¨ße sortiert. Die
Sortierung der Werte innerhalb einer Reihe kann willku¨rlich gewa¨hlt werden. Es muss
allerdings beachtet werden, dass zu einem Breitenparameter an jeweils ein Amplituden-
parameter cn geho¨rt.
In Abbildung 3.2(a) sind die Breitenparameter an logarithmisch gegen die Anzahl Ng
der Gaußfunktionen aufgetragen. Abbildung 3.2(b) zeigt die Amplitudenparameter cn in
Abha¨ngigkeit der Anzahl Ng der Gaußfunktionen. Wie bereits zu Beginn von Abschnitt
3.2 erwa¨hnt, zeigen die Abbildungen 3.2 ein Schema nach dem die Fixpunkte auftreten.
Je gro¨ßer an ist, desto schmaler werden die Gaußfunktionen. Umso kleiner cn ist, desto
geringer ist die Amplitude der Gaußfunktion. Bei einem Ansatz aus mehreren Gauß-
funktionen besitzt die schmalste Gaußfunktion und die breiteste Gaußfunktion jeweils
eine a¨hnliche Amplitude, ebenso wie die zweit schmalste und die zweit breiteste usw. Die
Parameter cn bilden somit Paare. Die Breitenparameter zeigen auf der logarithmischen
Skala ein Aufspalten. Durch die geeignete Wahl von Farben zeigt sich auf der loga-
rithmischen Skala ein gekru¨mmter Verlauf der Fixpunkte. Die Amplitudenparameter cn
weisen einen anna¨hernd linearen Verlauf auf, wobei ein Paar jeweils eine a¨hnliche Stei-
gung besitzt. Durch diese Eigenschaften lassen sich die Parameter weiterer Fixpunkte
aus Ansa¨tzen mit mehr als Ng = 6 Gaußfunktionen abscha¨tzen.
Tabelle 3.1: Fixpunkte fu¨r die Breitenparameter an sowie Amplitudenparameter cn fu¨r
eine verschiedene Anzahl Ng an Gaußfunktionen.
Ng a1 a2 a3 a4 a5 a6
1 0,01989
2 0,01081 0,04577
3 0,00713 0,06948 0,02294
4 0,00530 0,09203 0,01417 0,03687
5 0,00422 0,11382 0,00993 0,05158 0,02295
6 0,00351 0,13502 0,00752 0,06671 0,01583 0,03290
Ng c1 c2 c3 c4 c5 c6
1 -1,09223
2 -1,78221 -1,69399
3 -2,54697 -2,44995 -1,66726
4 -3,32053 -3,22515 -1,99978 -1,94996
5 -4,09030 -3,99993 -2,43675 -2,35571 -1,99344
6 -4,85330 -4,76916 -2,92194 -2,82337 -2,21399 -2,16488
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Abbildung 3.2: a) Breitenparameter an und b) Amplitudenparameter cn in Abha¨ngigkeit
der Anzahl Ng an Gaußfunktionen. Die Wahl der Farben innerhalb eines
festen Ng ist frei wa¨hlbar. Allerdings sind zueinander geho¨rige an sowie
cn mit der gleichen Farbe dargestellt.
3.2.2 Vergleich mit der analytischen Lo¨sung
Um die Qualita¨t der Ansa¨tze zu beurteilen empfiehlt es sich, sie mit der analytischen
Lo¨sung zu vergleichen.
In Abbildung 3.3(a) sind die Betragsquadrate der Wellenfunktionen fu¨r die Ansa¨tze
aus Ng = 1, 2 und Ng = 4 Gaußfunktionen sowie die analytische Lo¨sung f dargestellt.
Wa¨hrend in Abbildung 3.3(a) bei Ng = 2 Gaußfunktionen gerade an der Amplitude
noch Unterschiede zur analytischen Lo¨sung feststellbar sind, la¨sst sich beim Ansatz aus
Ng = 4 Gaußfunktionen in dieser Darstellung kein Unterschied zu der analytischen
Lo¨sung f feststellen. Aus diesem Grund wurde darauf verzichtet den Ansatz aus Ng = 6
Gaußfunktionen darzustellen.
Sichtbar werden die Unterschiede zur analytischen Lo¨sung bei Ng = 4 Gaußfunktionen
erst, wenn die Betragsquadrate logarithmisch aufgetragen werden. Die logarithmische
Auftragung ist in Abbildung 3.3(b) zu sehen. Mit steigender Anzahl an Gaußfunktionen
fallen die Ansa¨tze zunehmend schwa¨cher ab und u¨berlagern die analytische Lo¨sung auch
noch weit entfernt vom Zentrum. Bei Ng = 4 Gaußfunktionen la¨sst sich der Unterschied
zur analytischen Lo¨sung erst ab ca. x = ±30 erkennen. Zwischen der Lo¨sung aus Ng = 6
Gaußfunktionen und der analytischen Lo¨sung lassen sich in dieser Darstellung keine
Unterschiede mehr erkennen.
Fu¨r die analytische Lo¨sung f wurde in Abschnitt 2.1.3 die Mean-Field-Energie zu
Emf = −1/48 sowie das chemische Potential zu µ = −1/16 berechnet. Fu¨r die Ansa¨tze
aus Gaußfunktionen wurden die Mean-Field-Energie Emf und das chemische Potential µ
ebenso berechnet.
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Abbildung 3.3: Vergleich der Wellenfunktionen fu¨r die verschiedenen Ansa¨tze aus Ng
Gaußfunktionen mit der analytischen Lo¨sung f . Die Betragsquadrate
sind in a) linear und in b) logarithmisch gegen den Ort x aufgetragen.
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Abbildung 3.4: a) Mean-Field-Energie Emf und b) chemisches Potential µ aufgetragen
gegen die Anzahl Ng der Gaußfunktionen. Die gestrichelten Linien zeigen
die Werte der analytische Lo¨sung.
Die Werte fu¨r die Mean-Field-Energie Emf und das chemische Potential µ sind in den
Abbildungen 3.4 gegen die Anzahl Ng der Gaußfunktionen aufgetragen. Die Werte kon-
vergieren mit zunehmender Anzahl an Gaußfunktionen schnell gegen die analytische Lo¨-
sung. Wa¨hrend der Ansatz aus einer Gaußfunktion noch recht weit von der analytischen
Lo¨sung abweicht, lassen sich schon bei mehr als zwei Gaußfunktionen keine Unterschiede
zwischen dem Ansatz aus Gaußfunktionen und der analytischen Lo¨sung mehr erkennen.
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Nachdem nun stationa¨re Lo¨sungen der Gleichungen (2.51a)-(2.51c) bekannt sind, kann
die Dynamik der Solitonen untersucht werden. Dazu wird sich in diesem Kapitel auf
Translationen einzelner Solitonen beschra¨nkt. Bei den Translationen werden, wie bei
den stationa¨ren Lo¨sungen, die Breitenparameter an reell gewa¨hlt. Grund dafu¨r ist, dass
die Translation eines Solitons als Transformation aus dem Ruhesystem gesehen werden
kann. Diese Transformation ist durch die Ersetzung
ψ → ψeipx (4.1)
gegeben. Die Ersetzung a¨ndert nichts an den Breitenparametern an, die bei der statio-
na¨ren Lo¨sung reell waren. Anders als bei den stationa¨ren Lo¨sungen verschwinden die
Gro¨ßen bn jedoch nicht mehr, sondern sind komplex gewa¨hlt.
Ein stationa¨res Soliton ist lokalisiert. Jedes der Teilchen muss nach der Heisenberg-
schen Unscha¨rferelation einen Ruheimpuls besitzen. Der Ruheimpuls kann dazu verwen-
det werden, die Gro¨ßenordnungen der Geschwindigkeiten besser abscha¨tzen zu ko¨nnen.
Er la¨sst sich aus dem Erwartungswert der kinetischen Energie
〈
− ∂
2
∂x2
〉
=
〈
p2
〉
(4.2)
bestimmen. Unter Verwendung der analytischen Lo¨sung aus Gleichung (2.36) ergibt sich
〈
p2
〉
=
1
48
. (4.3)
Klassisch besitzen die Teilchen im ruhenden Soliton somit gerade einen mittleren Impuls
p =
√
1
48
≈ 0, 144. (4.4)
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4.1 Umschreiben des Ansatzes
Zum besseren physikalischen Versta¨ndnis der Parameter an, bn sowie cn wird der Ansatz
(2.48) umgeformt
ψ =
Ng∑
n=1
e−anx
2+bnx+cn
=
Ng∑
n=1
e
−an
(
x−Re(bn)
2an
)2
+iIm(bn)
(
x−Re(bn)
2an
)
+
Re(bn)2
4an
+i
Re(bn)Im(bn)
2an
+cn
.
(4.5)
Aus dieser Darstellung des Ansatzes kann die Verschiebung des Solitons, dessen Impuls,
Phase sowie Amplitude identifiziert werden. Die Breitenparameter werden als reell an-
genommen. Die Verschiebung des Soltitons wird im Folgenden mit x0 bezeichnet. Fu¨r
x0 gilt
x0 =
Re(bn)
2an
. (4.6)
Das Verha¨ltnis aus dem Realteil von bn sowie dem Breitenparameter an muss somit fu¨r
alle Gaußfunktionen denselben Wert besitzen. Die Geschwindigkeit des Solitons v ist
damit gegeben durch
v = x˙0 =
Re(b˙n)
2an
, (4.7)
unter der Annahme, dass sich die Breitenparameter an wa¨hrend der Translation zeitlich
nicht a¨ndern. Die A¨nderung des Realteils der Gro¨ßen bn kann aus den Bewegungsglei-
chungen abgelesen werden. Einsetzen von bn = Re(bn) + iIm(bn) in die Bewegungsglei-
chung (2.51b) liefert
Re(b˙n) + iIm(b˙n) = 4anIm(bn)− i (4anRe(bn) + V n1 ) . (4.8)
Der Vergleich von Real- und Imagina¨rteil liefert die Beziehung
Re(b˙n) = 4anIm(bn). (4.9)
Unter Verwendung von Gleichung (4.7) vereinfacht sich Gleichung (4.9) zu
Im(bn) =
1
2
v. (4.10)
Im Abschnitt 2.1.2 wurde die Masse als m = 1/2 gewa¨hlt. Der Impuls p kann damit als
p = mv = Im(bn) (4.11)
identifiziert werden. In der Gross-Pitaevskii-Gleichung treten keine a¨ußeren Potentia-
le und somit keine externen Kra¨fte auf. Das Soliton sollte sich mit einer konstanten
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Geschwindigkeit v und damit auch einem konstanten Impuls p fortbewegen. Der Term
Im(b˙n) in Gleichung (4.8) verschwindet nur dann, wenn
V n1 = −4anRe(bn) (4.12)
gilt. Innerhalb eines Solitons bewegen sich alle Gaußfunktionen gleich schnell, Im(bn)
wird somit fu¨r alle Gaußfunktionen gleich gewa¨hlt. Die Phase der Gaußfunktionen in
Gleichung (4.5) wird mit ϕ bezeichnet und ist gegeben durch
ϕ = Re(bn)Im(bn)
2an
+ Im(cn). (4.13)
Durch Einsetzen von Gleichung (4.6) sowie (4.11) in Gleichung (4.13) vereinfacht sich
Gleichung (4.13) zu
ϕ = x0p+ Im(cn). (4.14)
Der Impuls p sowie die Verschiebung x0 besitzen bei allen Gaußfunktionen denselben
Wert. Der Imagina¨rteil der Amplitudenparameter cn entsprach bei den stationa¨ren Lo¨-
sungen gerade einer globalen Phase und ist fu¨r alle Gaußfunktionen gleich groß. Die
Phase ϕ besitzt folglich fu¨r alle Gaußfunktionen denselben Wert und tra¨gt, wie der Im-
puls p und die Verschiebung x0, keinen Index n. Die Verschiebung der Wellenfunktion
wirkt sich auch auf die Phase der Wellenfunktion aus. Die Phasena¨nderung ergibt sich
durch Ableiten nach der Zeit
ϕ˙ = 2p2 + Im(c˙n). (4.15)
Diese Phasena¨nderung muss im Fall p = 0 in die stationa¨re Phasena¨nderung
ϕ˙(p = 0) = −µ (4.16)
u¨bergehen. Daraus folgt
Im(c˙n) = −µ. (4.17)
Die Phase der Wellenfunktion a¨ndert sich demnach gema¨ß
ϕ˙ = 2p2 − µ (4.18)
fu¨r alle Gaußfunktionen gleich schnell. Die neuen Amplitudenparameter der Gaußfunk-
tionen in Gleichung (4.5) werden mit c′n bezeichnet. Fu¨r sie gilt
c′n =
Re(bn)2
4an
+ Re(cn). (4.19)
Einsetzen von Gleichung (4.6) liefert
c′n = anx
2
0 + Re(cn). (4.20)
Der Realteil von cn muss so gewa¨hlt werden, dass c
′
n den jeweiligen Fixpunkt aus Ta-
belle 3.1 annimmt. Die so eingefu¨hrten Gro¨ßen x0, p, ϕ sowie c
′
n sind rein reell und im
Allgemeinen Funktionen der Zeit. Werden sie in den Ansatz (4.5) eingesetzt ergibt sich
ψ =
Ng∑
n=1
e−an(x−x0)
2+ip(x−x0)+c′n+iϕ. (4.21)
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4.2 Translation einer Gaußfunktion
Im Spezialfall einer Gaußfunktion la¨sst sich die Abha¨ngigkeit des chemischen Potentials
µ sowie der Mean-Field-Energie Emf angeben. Dazu wird zuerst der Erwartungswert der
kinetischen Energie, im folgenden mit T bezeichnet, nach
T =
〈
ψ
∣∣∣∣− ∂2∂x2
∣∣∣∣ψ〉 (4.22)
berechnet. Es wird angenommen, dass sich das Soliton gerade im Ursprung befindet. Die
Wellenfunktion kann somit als
ψ =
(
2a1
pi
)1
4
e−a1x
2+ipx (4.23)
geschrieben werden. Einsetzen der Wellenfunktion (4.23) in Gleichung (4.22) liefert
T = p2 + a1. (4.24)
Mit a1 aus Gleichung (3.9) folgt
T = p2 +
1
16pi
. (4.25)
Durch die Translation wird die kinetische Energie somit um p2 verschoben. Der Erwar-
tungswert der Kontaktwechselwirkung wird im Folgenden mit V bezeichnet und berech-
net sich aus
V = 〈ψ |ψ∗ψ |ψ〉 . (4.26)
Einsetzen der Wellenfunktion (4.23) unter Verwendung von a1 = 1/16pi liefert
V = −4a1 = − 1
4pi
. (4.27)
Das chemische Potential ergibt sich aus den Gleichungen (4.25) und (4.27) zu
µ = T + V = p2 − 3a1 = p2 − 3
16pi
(4.28)
und geht fu¨r p → 0 in den stationa¨ren Fall (3.14) u¨ber. Die Mean-Field-Energie Emf
berechnet sich aus den Gleichungen (4.25) und (4.27) zu
Emf = T +
1
2
V = p2 − a1 = p2 − 1
16pi
. (4.29)
Weder im chemischen Potential noch bei der Mean-Field-Energie spielt das Vorzeichen
des Impulses p eine Rolle, da dieser nur quadratisch auftritt. Dies ist bei einer freien
Translation nicht verwunderlich, da es keine ausgezeichnete Richtung gibt.
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Abbildung 4.1: Translation der Wellenfunktion ψ aus einer Gaußfunktion. Aufgetragen
ist das Betragsquadrat der Wellenfunktion u¨ber die Zeit t sowie den Ort
x. Der Impuls des Solitons betra¨gt p = 1. Animation siehe [10].
Das chemische Potential ist nun bekannt und es kann die Phasena¨nderung der Wel-
lenfunktion durch Einsetzen von Gleichung (4.28) in Gleichung (4.18) berechnet werden
ϕ˙ = 2p2 − µ = p2 + 3a1 = p2 + 3
16pi
. (4.30)
Die Translation einer Gaußfunktion ist beispielhaft fu¨r den Wert p = 1 in Abbildung
4.1 dargestellt. Gezeigt ist das Betragsquadrat der Wellenfunktion. Wa¨hrend der ge-
samten Translation a¨ndert sich die Form der Wellenfunktion nicht, sondern verschiebt
sich nur in Ausbreitungsrichtung. Der Imagina¨r- und Realteil der Wellenfunktion aus
Abbildung 4.1 sind in Abbildung 4.2(a) bzw. 4.2(b) dargestellt.
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Abbildung 4.2: a) Imagina¨rteil und b) Realteil der Wellenfunktion aus Abbildung 4.1.
Der Impuls betra¨gt p = 1. Animation siehe [10].
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Die Oszillationen, die der Imagina¨rteil aus Abbildung 4.2(a) zeigt, mu¨ssen auch im Real-
teil in Abbildung 4.2(b) zu sehen sein. Die Quadrate des Realteils und des Imagina¨rteils
u¨berlagern sich so, dass die Form des Betragsquadrats, wie in Abbildung 4.1 zu sehen,
invariant bleibt.
In Gleichung (4.18) konnte eine Beziehung zwischen der A¨nderung der Phase der
Wellenfunktion, dem Impuls p und dem chemischen Potential µ hergestellt werden. Zur
besseren U¨bersicht werden die Wellenfunktionen mit dem Faktor
ψ → ψe−i(p2−µ)t (4.31)
multipliziert. Der Faktor a¨ndert am physikalisch relevanten Betragsquadrat der Wel-
lenfunktion nichts, eliminiert allerdings die globale Phase der Wellenfunktion zu jedem
Zeitpunkt. Die Auswirkungen auf Imagina¨r- und Realteil der Wellenfunktion sind in Ab-
bildung 4.3(a) bzw. 4.3(b) zu sehen. Es sind, wie in den Abbildungen 4.2, Oszillationen
des Imagina¨rteils als auch des Realteils zu erkennen. Anders als in den Abbildungen 4.2
bleiben Imagina¨r- und Realteil wa¨hrend der Translation forminvariant und verschieben
sich, wie das Betragsquadrat, in Ausbreitungsrichtung. Im folgenden werden die Real-
sowie Imagina¨rteile von Wellenfunktionen nur noch von ihrer globalen Phase bereinigt
dargestellt.
Bei einer A¨nderung des Impulses p a¨ndert sich nicht nur die Geschwindigkeit der
Wellenfunktionen, sondern es lassen sich auch A¨nderungen im Real- und Imagina¨rteil
feststellen. In den Abbildungen 4.4(a) und 4.4(b) sind die Imagina¨rteile der Wellenfunk-
tion fu¨r Translationen mit p = 0, 5 bzw. p = 1, 5 dargestellt. Es wird darauf verzichtet
das Betragsquadrat darzustellen, da sich kein qualitativ neues Verhalten im Vergleich
zu Abbildung 4.1 zeigt. Zudem werden die Realteile nicht dargestellt, da sie dasselbe
Verhalten wie die zugeho¨rigen Imagina¨rteile zeigen. Im Vergleich zum Imagina¨rteil der
Wellenfunktion fu¨r p = 1 in Abbildung 4.3(a) zeigt der Imagina¨rteil der Wellenfunktion
fu¨r p = 0, 5 aus Abbildung 4.4(a) weniger Oszillationen. Wie in Abbildung 4.4(b) zu
sehen, erho¨ht sich die Anzahl der Oszillationen mit zunehmendem Impuls p.
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Abbildung 4.3: a) Von der globalen Phase bereinigter Imagina¨teil und b) Realteil der
Wellenfunktion aus Abbildung 4.1. Animation siehe [10].
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Abbildung 4.4: Imagina¨rteil der Wellenfunktion bei einem Impuls von a) p = 0, 5 und b)
p = 1, 5. Animation siehe [10].
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Abbildung 4.5: a) Mean-Field-Energie Emf und b) chemisches Potential µ der Ansa¨tze
aus Ng Gaußfunktionen im Vergleich. Als Impuls wurde fu¨r alle Wellen-
funktionen p = 1 gewa¨hlt.
Fu¨r die verschiedenen Ansa¨tze aus Gaußfunktionen wurden, wie im stationa¨ren Fall,
die Mean-Field-Energie sowie das chemische Potential numerisch berechnet. Als Impuls
wurde dazu p = 1 gewa¨hlt. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.5 dargestellt.
Abbildung 4.5 a¨hnelt sehr stark dem stationa¨ren Fall aus Abbildung 3.4. Die Werte
fu¨r die Mean-Field-Energie und das chemische Potential konvergieren mit zunehmender
Anzahl Ng an Gaußfunktionen schnell gegen eine untere Grenze. Beim Ansatz aus einer
Gaußfunktion konnte gezeigt werden, dass die Translation die Mean-Field-Energie sowie
das chemische Potential gerade um den Wert p2 verschiebt (vgl. Gleichung (4.29) bzw.
(4.28)). Innerhalb der numerischen Grenzen kann dieses Verhalten auch fu¨r die Ansa¨tze
aus mehreren Gaußfunktionen besta¨tigt werden. Der Vergleich von Abbildung 3.4 mit
4.5 zeigt, dass die Werte gerade um den Wert eins verschoben sind. Zudem spielt das
Vorzeichen von p weder fu¨r das chemische Potential noch fu¨r die Mean-Field-Energie
eine Rolle.
Auf der linearen Achse unterscheiden sich die Betragsquadrate der Ansa¨tze aus Ng ≥ 2
Gaußfunktionen kaum noch voneinander. Die Translation gekoppelter Gaußfunktionen
wird im Folgenden deshalb auf den FallNg = 6 beschra¨nkt. Dieser hat im stationa¨ren Fall
die analytische Lo¨sung am besten approximiert. Ansa¨tze mit weniger Gaußfunktionen
zeigen zudem kein qualitativ unterschiedliches Verhalten.
Abbildung 4.6 zeigt das Betragsquadrat der Wellenfunkion aus Ng = 6 Gaußfunktio-
nen und einem Impuls p = 1. Im Vergleich zum Ansatz einer Gaußfunktion aus Abbil-
dung 4.1 a¨ndert sich die Form der Wellenfunktion wie im stationa¨ren Fall. Die Kopplung
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Abbildung 4.6: Betragsquadrat der Wellenfunktion aus Ng = 6 Gaußfunktionen bei ei-
nem Impuls von p = 1. Animation siehe [10].
der Gaußfunktionen hat ansonsten allerdings keine Auswirkungen auf die Dynamik ein-
zelner Solitonen.
Abbildung 4.7(a) zeigt den Imagina¨rteil der Wellenfunktion aus Abbildung 4.6. Es
wird auf die Darstellung des Realteils verzichtet, da dieser das qualitativ selbe Verhalten
besitzt wie der Imagina¨rteil. Zudem wurde die globale Phase durch die Ersetzung (4.31)
eliminiert.
Bei einer A¨nderung des Impulses nehmen, wie bei einer Gaußfunktion, die Oszilla-
tionen des Imagina¨rteils weiter zu. Beispielhaft ist dies fu¨r einen Ansatz aus Ng = 6
Gaußfunktionen und einen Impuls von p = 1, 5 in Abbildung 4.7(b) dargestellt.
Die bisher betrachteten Impulse sind alle gro¨ßer als der Ruheimpuls aus Gleichung
(4.4). Auf die Darstellung von Translationen mit Impuls unterhalb des Ruheimpulses
wird verzichtet, da sich kein neues Verhalten der Wellenfunktion zeigt und sehr große
Zeitra¨ume betrachtet werden mu¨ssen, um die Bewegung deutlich zu erkennen.
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Abbildung 4.7: Imagina¨rteil der Wellenfunktion aus Ng = 6 Gaußfunktionen fu¨r den
Impuls a) p = 1 und b) p = 1, 5. Animation siehe [10].
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Zur weiteren Untersuchung der Dynamik werden nun Sto¨ße zwischen Solitonen betrach-
tet. Fu¨r deren Zustandekommen mu¨ssen zuerst mehrere Solitonen durch eine Wellen-
funktion beschrieben werden. Wie schon bei den Translationen wird dazu der Ansatz
(4.21)
ψ =
Ng∑
n=1
e−an(x−x0)
2+ip(x−x0)+c′n+iϕ︸ ︷︷ ︸
=gn
verwendet. Allerdings beschreiben die Ng Gaußfunktionen nicht mehr nur ein Soliton,
sondern mehrere. Die Gesamtwellenfunktion ist somit als Summe der Wellenfunktionen
ψk der Ns einzelnen Solitonen zu verstehen. Jedes Soliton besteht dabei aus Ngs Gauß-
funktionen
ψ =
Ns∑
k=1
ψk =
Ngs∑
n=1
gn +
2Ngs∑
l=Ngs+1
gl + · · ·+
NgsNs∑
m=(Ns−1)Ngs+1
gm. (5.1)
Die Solitonen ψk sind jeweils fu¨r sich normiert
+∞∫
−∞
|ψk|2dx = 1. (5.2)
Das bedeutet, dass nur auf Sto¨ße zwischen Solitonen mit gleicher Teilchenzahl eingegan-
gen wird. Prinzipiell ko¨nnen auch Sto¨ße zwischen Solitonen unterschiedlicher Teilchen-
zahl untersucht werden. Dann gilt Gleichung (5.2) jedoch nicht mehr.
Die Startbedingungen werden so gewa¨hlt, dass die Solitonen zu Beginn weit vonein-
ander entfernt sind. Dadurch ist der U¨berlapp der Wellenfunktionen ψk sehr klein und
das U¨berlappintegral
〈ψk |ψl〉 ≈ 0 mit k 6= l. (5.3)
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Die Norm der Gesamtwellenfunktion ψ la¨sst sich dadurch zu
〈ψ |ψ〉 =
〈
Ns∑
k=1
ψk
∣∣∣∣∣
Ns∑
l=1
ψl
〉
=
Ns∑
m=1
〈ψm |ψm〉+
Ns∑
k,l=1
l 6=k
〈ψk |ψl〉
≈
Ns∑
m=1
1 = Ns
(5.4)
anna¨hern. Analog zu Gleichung (5.4) la¨sst sich das chemische Potential und die Mean-
Field-Energie der Gesamtwellenfunktion durch die chemischen Potentiale µk sowie Mean-
Field-Energien Emf,k der Wellenfunktionen ψk zu
µ ≈
Ns∑
k=1
µk bzw. Emf ≈
Ns∑
k=1
Emf,k. (5.5)
anna¨hern.
5.1 Sto¨ße zwischen zwei Solitonen
5.1.1 Festlegung eines Koordinatensystems
Bei zwei Solitonen bietet es sich an, als Koordinatensystem das Schwerpunktsystem der
beiden Solitonen zu wa¨hlen. Im Schwerpunktsystem bewegen sich beide Solitonen mit
dem betragsma¨ßig gleichen Impuls
p1 = −p2 ≡ p (5.6)
aufeinander zu und treffen sich im Ursprung. Die Verschiebung x0,k der Solitonen wird
deshalb als
x0,2 = −x0,1 ≡ x0 (5.7)
gewa¨hlt. Die Translationen der beiden Solitonen unterscheiden sich nur in deren Rich-
tung. Die beiden Solitonen besitzen dasselbe chemische Potential. Die A¨nderung der
Phase ϕ˙k der beiden Wellenfunktionen ist folglich nach Gleichung (4.18) gleich groß. Die
Phasendifferenz
∆ϕ = ϕ2 − ϕ1, (5.8)
die durch die Startbedingungen festgelegt werden kann, a¨ndert sich wa¨hrend der Trans-
lation nicht. Der anfa¨ngliche Abstand der Solitonen spielt somit keine Rolle fu¨r die
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Phasenbeziehung wa¨hrend des Stoßes. Fu¨r die Phase des ersten Solitons kann ϕ1 = 0
gewa¨hlt werden, sodass sich die Phasendifferenz aus Gleichung (5.8) zu
∆ϕ = ϕ2 (5.9)
vereinfacht. Die Wellenfunktion lautet schließlich
ψ =
Ngs∑
n=1
e−an(x+x0)
2+ip(x+x0)+c′n
︸ ︷︷ ︸
ψ1
+
Ngs∑
n=1
e−an(x−x0)
2−ip(x−x0)+c′n+i∆ϕ
︸ ︷︷ ︸
ψ2
. (5.10)
Die Wellenfunktion ψ1 bewegt sich mit dem Impuls p und ist zu Beginn bei −x0 zentriert.
Die Wellenfunktion ψ2 bewegt sich mit Impuls −p, ist jedoch zu Beginn bei x0 zentriert.
Die bereits in Kapitel 4 erwa¨hnte Ersetzung
ψ → ψeipx (5.11)
a¨ndert das physikalisch relevante Betragsquadrat der Wellenfunktion nicht, beschreibt
aber eine Bewegung des Koordinatensystems mit der Geschwindigkeit
v = 2p. (5.12)
So ko¨nnen Sto¨ße auch außerhalb des Schwerpunktsystems betrachtet werden. Wa¨hrend
der Sto¨ße ist nicht sicher gewa¨hrleistet, dass sich die Breitenparameter an zeitlich nicht
a¨ndern. Die im Kapitel 4.1 aufgestellte Beziehung (4.7) gilt darum nicht mehr, sondern
es muss die zeitliche A¨nderung von an miteinbezogen werden. Es gilt nun
v = x˙0 =
Re(b˙n)
2an
− Re(bn)
2a2n
a˙n. (5.13)
5.1.2 Symmetrien der Wellenfunktion
Durch die geeignete Wahl der Phasendifferenz ∆ϕ kann die Wellenfunktion ψ vor dem
Stoß unter anderem als symmetrisch oder antisymmetrisch festgelegt werden. Wird die
Phasendifferenz der Wellenfunktionen ψ1 und ψ2 als ∆ϕ = 0 festgelegt, so vereinfacht
sich die Wellenfunktion ψ aus Gleichung (5.10) zu
ψ =
Ngs∑
n=1
e−an(x+x0)
2+ip(x+x0)+c′n +
Ngs∑
n=1
e−an(x−x0)
2−ip(x−x0)+c′n . (5.14)
Die so aufgestellte Wellenfunktion ist symmetrisch, d.h. es gilt
ψ(x) = ψ(−x). (5.15)
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Wird ∆ϕ hingegen als ∆ϕ = pi gewa¨hlt, so wird die Wellenfunktion (5.10) zu
ψ =
Ngs∑
n=1
e−an(x+x0)
2+ip(x+x0)+c′n −
Ngs∑
n=1
e−an(x−x0)
2−ip(x−x0)+c′n . (5.16)
Die Wellenfunktion ist in diesem Fall antisymmetrisch, d.h. es gilt
ψ(x) = −ψ(−x). (5.17)
5.1.3 Eine Gaußfunktion pro Soliton
Im Fall einer Gaußfunktion pro Soliton Ngs = 1 vereinfacht sich die Wellenfunktion aus
Gleichung (5.10) zu
ψ = e−a(x+x0)
2+ip(x+x0)+c′ + e−a(x−x0)
2−ip(x−x0)+c′+i∆ϕ. (5.18)
Der Breitenparameter a sowie der Amplitudenparameter c′ sind fu¨r beide Solitonen gleich
groß und wurden in Abschnitt 3.1 zu
a =
1
16pi
sowie c′ = ln
(√
1√
8pi
)
= −1
2
ln
(√
8pi
)
berechnet. Die Wellenfunktion (5.18) la¨sst sich damit als
ψ =
√
1√
8pi
(
e−
(x+x0)
2
16pi
+ip(x+x0) + e−
(x−x0)2
16pi
−ip(x−x0)+i∆ϕ
)
(5.19)
schreiben. Als freie Parameter fu¨r die Untersuchung der Sto¨ße bleiben somit noch der
Impuls p und die Phasendifferenz ∆ϕ u¨brig. x0 wird zu x0 = 20 gewa¨hlt, sodass der
U¨berlapp der Wellenfunktionen zu Beginn zu vernachla¨ssigen ist.
Der Stoß zweier Solitonen fu¨r p = 1 sowie ∆ϕ = 0 ist in Abbildung 5.1 dargestellt.
Wa¨hrend des Stoßes interferieren die Solitonen miteinander und es bilden sich Maxima
und Minima der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte aus. Der gro¨ßte Peak tritt dabei
im Ursprung auf. Dargestellt ist der Bereich fu¨r 0 ≤ t ≤ 20. In dieser Zeit ko¨nnten So-
litonen bei reiner Translation eine Strecke von ∆x = 40 zuru¨cklegen. Die zuru¨ckgelegte
Strecke der Solitonen in Abbildung 5.1 ist allerdings gro¨ßer und betra¨gt ca. ∆x ≈ 40, 23.
Die Betrachtung der Impulse p der Solitonen in den Abbildungen 5.2 liefert dafu¨r eine
Erkla¨rung. Na¨hern sich die Solitonen an, so ist zu erkennen, dass sich der Impuls der Soli-
tonen betragsma¨ßig erho¨ht. Entfernen sich die Solitonen wieder von einander, so werden
sie langsamer und besitzen nach dem Stoß den selben Impuls wie zuvor. Die Impulse der
Solitonen a¨ndern wa¨hrend des Stoßes ihr Vorzeichen nicht. Die Solitonen scheinen ein-
ander zu durchdringen. Durch die erho¨hte Geschwindigkeit wa¨hrend des Stoßes kommt
die gro¨ßere zuru¨ckgelegte Strecke zustande. Der Grund fu¨r die Beschleunigung ist die
attraktive Kontaktwechselwirkung der Solitonen, welche die Solitonen aufeinander zu be-
schleunigt, die Geschwindigkeit jedoch verringert, wenn sich die Solitonen voneinander
entfernen.
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Abbildung 5.1: Stoß zweier Solitonen mit dem Impuls p = 1 und der Phasendifferenz
∆ϕ = 0. Aufgetragen ist das Betragsquadrat der Geamtwellenfunktion
ψ gegen den Ort x sowie die Zeit t. Animation siehe [10].
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Abbildung 5.2: Impuls der Solitonen aufgetragen gegen die Zeit fu¨r ∆ϕ = 0 und p = 1.
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Abbildung 5.3: Erwartungswert der kinetischen Energie T und der Kontaktwechselwir-
kungsenergie V sowie Mean-Field-Enegrie Emf und chemisches Potential
µ aufgetragen gegen die Zeit t.
Die ho¨here Geschwindigkeit der Solitonen zeigt sich auch bei der Betrachtung der Energi-
en in Abbildung 5.3. Wa¨hrend des Stoßes zeigt sich in Abbildung 5.3(a) eine Erho¨hung
der kinetischen Energie der Gesamtwellenfunktion. Gleichzeitig nimmt allerdings die
Kontaktwechelwirkungsenergie in Abbildung 5.3(b) ab. Die Abnahme der Kontaktwech-
selwirkungsenergie ist stets doppelt so groß wie die Zunahme der kinetischen Energie,
wodurch die Mean-Field-Energie erhalten ist, das chemische Potential allerdings ab-
nimmt. Alle Graphen in Abbildung 5.3 zeigen einen symmetrischen Verlauf bezu¨glich
des Zeitpunktes t ≈ 10, zu dem sich die Solitonen komplett u¨berlagern. Durch die Wahl
der Phasendifferenz ∆ϕ = 0 ist die Gesamtwellenfunktion symmetrisch. Diese Sym-
metrieeigenschaft bleibt auch wa¨hrend und nach dem Stoß erhalten. Unter Zeitumkehr
bleibt der Stoß invariant, was sich auch an den Energien T , V , Emf und µ zeigt.
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Abbildung 5.4: a) Norm ‖ψ‖ und b) Phasendifferenz ∆ϕ aufgetragen gegen die Zeit t.
Der Impuls der Solitonen betra¨gt p = 1 und die Wellenfunktion wurde
vor dem Stoß symmetrisch gewa¨hlt (∆ϕstart = 0).
Wa¨hrend des Stoßes sollte neben der Mean-Field-Energie auch die Norm der Wel-
lenfunktion erhalten sein. Abbildung 5.4(a) zeigt die Norm der Gesamtwellenfunktion
ψ im Verlauf des Stoßes. In Abbildung 5.4(a) wird deutlich, dass nicht nur die Norm
der Gesamtwellenfunktion ψ, sondern auch die Norm der Wellenfunktionen ψ1 bzw. ψ2
wa¨hrend des Stoßes erhalten bleibt. In Abbildung 5.4(b) ist die Phasendifferenz der bei-
den Wellenfunktionen gegen die Zeit aufgetragen. Als Startbedingung wurde ∆ϕ = 0
gewa¨hlt. Wie auch bei den Translationen a¨ndert sich die Phasendifferenz zwischen den
beiden Solitonen wa¨hrend des Stoßes nicht.
In Abbildung 5.5 ist die Phasendifferenz zwischen den Solitonen zu ∆ϕ = pi gewa¨hlt,
wodurch die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch ist und im Ursprung verschwindet
ψ(x = 0) = 0. (5.20)
Das Betragsquadrat der Wellenfunktion ist zwar, wie im Fall einer symmetrischen Ge-
samtwellenfunktion, symmetrisch, verschwindet allerdings durch Gleichung (5.20) im Ur-
sprung. Anders als in Abbildung 5.1 befindet sich somit in Abbildung 5.5 der gro¨ßte Wert
des Betragsquadrats nicht im Ursprung, sondern es entstehen zwei symmetrische Peaks
der gleichen Ho¨he. Der Verlauf der Geschwindigkeiten, Energien als auch der Norm und
der Phasendifferenz in den Abbildungen 5.2, 5.3 sowie 5.4 bleibt in sehr guter Na¨herung
invariant unter der A¨nderung der Phase.
Wa¨hrend die Abbildungen 5.1 und 5.5 symmetrische bzw. antisymmetrische Gesamt-
wellenfunktionen zeigen, ko¨nnen auch Sto¨ße zwischen Solitonen betrachtet werden, deren
Gesamtwellenfunktion keine weiteren Symmetrieeigenschaften besitzt. In Abbildung 5.6
betra¨gt die Phase zwischen den Solitonen ∆ϕ = pi
2
. Wie in den Fa¨llen ∆ϕ = 0 bzw.
∆ϕ = pi interferieren die Solitonen und es bilden sich Maxima sowie Minima aus.
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Abbildung 5.5: Stoß zweier Solitonen mit Impuls p = 1 und Phasendifferenz ∆ϕ = pi.
Animation siehe [10].
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Abbildung 5.6: Stoß zweier Solitonen mit Impuls p = 1 und Phasendifferenz ∆ϕ = pi
2
.
Animation siehe [10].
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Abbildung 5.7: Stoß zweier Solitonen mit dem Impuls p = 1, 5 und einer Phasendifferenz
von ∆ϕ = 0. Animation siehe [10].
Allerdings besitzen die Peaks fu¨r x ≤ 0 eine gro¨ßere Amplitude als die Peaks fu¨r x ≥ 0
und es sind keine Symmetrien der Sto¨ße zu erkennen. Wiederum bleiben die Abbildungen
5.2, 5.3 sowie 5.4 in sehr guter Na¨herung invariant unter der A¨nderung der Phase.
Nachdem Sto¨ße fu¨r verschiedene Phasendifferenzen ∆ϕ bei dem gleichen Impuls p
untersucht wurden, wird nun ein gro¨ßerer Impuls gewa¨hlt. Im Folgenden betra¨gt der
Impuls der beiden Kondensate jeweils p = 1, 5. Abbildung 5.7 zeigt den Stoß zweier
Solitonen mit einer Phasendifferenz ∆ϕ = 0. Durch die symmetrisch gewa¨hlte Gesamt-
wellenfunktion bildet sich im Ursprung, wie auch in Abbildung 5.1, ein globales Ma-
ximum aus und das Betragsquadrat der Gesamtwellenfunktion ist zu jedem Zeitpunkt
symmetrisch. Allerdings zeigen sich durch den erho¨hten Impuls eine gro¨ßere Anzahl an
Peaks im Betragsquadrat. Mit steigendem Impuls nimmt die Anzahl der Peaks zu. Ein
a¨hnliches Verhalten zeigten die Real- und Imagina¨rteile der Wellenfunktionen bei reinen
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Abbildung 5.8: Stoß zweier Solitonen mit dem Impuls p = 1, 5 und antisymmetrisch
gewa¨hlter Gesamtwellenfunktion (∆ϕ = pi). Animation siehe [10].
Translationen in Kapitel 4. Dort erho¨hte sich die Anzahl der Oszillationen mit stei-
gendem Impuls. Die beobachtete Zunahme der Geschwindigkeit der Solitonen wa¨hrend
des Stoßes ist fu¨r gro¨ßere Startimpulse p jedoch geringer. Durch den ho¨heren Startim-
puls vergeht weniger Zeit, bis sich die beiden Solitonen komplett u¨berlagern. Folglich
ist die Zeit, in der die attraktive Kontaktwechselwirkung die Solitonen aufeinander zu
beschleunigen kann geringer, wodurch auch die Erho¨hung des Impulses geringer ist.
Die antisymmetrische Wellenfunktion fu¨r den Fall ∆ϕ = pi ist in Abbildung 5.8 zu
sehen. Die Gesamtwellenfunktion beha¨lt auch fu¨r gro¨ßere Impulse ihre Symmetrieeigen-
schaften. Wie in Abbildung 5.5 befindet sich auch in Abbildung 5.8 zu jedem Zeitpunkt
im Ursprung ein Minima der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte. Durch den erho¨hten
Impuls treten, wie im Fall der symmetrischen Gesamtwellenfunktion, eine gro¨ßere Anzahl
an Peaks auf.
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Abbildung 5.9: Stoß zweier Solitonen mit dem Impuls p = 1, 5 sowie der Phasendifferenz
∆ϕ = pi
2
. Animation siehe [10].
In Abbildung 5.9 ist zudem der Stoß fu¨r den Fall ∆ϕ = pi
2
dargestellt. Wie im Fall
fu¨r p = 1 lassen sich auch fu¨r p = 1, 5 keinerlei Symmetrien feststellen. Die Anzahl
der Peaks ist, wie bei der symmetrischen Wellenfunktion in Abbildung 5.7 und der
antisymmetrischen Wellenfunktion in Abbildung 5.8, erho¨ht.
Fu¨r ho¨here Geschwindigkeiten zeigt sich bei den Sto¨ßen kein qualitativ anderes Verhal-
ten und die numerische Integration der Bewegungsgleichungen liefert keinerlei Anzeichen
fu¨r Schwierigkeiten. Die A¨nderung der Phasendifferenz der Solitonen hat in sehr guter
Na¨herung keine Auswirkung auf den Verlauf der Energien. Selbiges gilt fu¨r die Norm
sowie fu¨r die Phasendifferenz der Solitonen. Die bisher betrachteten Impulse waren alle
gro¨ßer als der berechnete Ruheimpuls aus Gleichung (4.4). Werden allerdings sehr ge-
ringe Impulse gewa¨hlt, die unterhalb des Ruheimpulses liegen, zeigen sich Effekte, die in
den bisherigen Abbildungen noch nicht beobachtet werden konnten.
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Sto¨ße mit geringer Geschwindigkeit
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Abbildung 5.10: Betragsquadrat der Gesamtwellenfunktion ψ aufgetragen gegen die Zeit
t und den Ort x bei einem Impuls p = 0, 05 und einer Phasendifferenz
von ∆ϕ = 0. Animation siehe [10].
Im Folgenden wird als Impuls der Solitonen p = 0, 05 gewa¨hlt. Der Impuls betra¨gt damit
etwa ein Drittel des in Gleichung (4.4) berechneten Ruheimpulses und ist deutlich ge-
ringer als bei den bisherigen Betrachtungen. Das hat zur Folge, dass die Integrationszeit
der Bewegungsgleichungen deutlich ansteigt. Wiederum werden Sto¨ße fu¨r symmetrische,
antisymmetrische und Gesamtwellenfunktionen ohne Symmetrieeigenschaften betrach-
tet.
In Abbildung 5.10 ist das Aufeinandertreffen zweier Solitonen mit Phasendifferenz
∆ϕ = 0 dargestellt. Treffen zwei sehr langsame Solitonen der Phasendifferenz ∆ϕ = 0
aufeinander, so bleiben die Solitonen aneinander haften. Bei einem Impuls p = 0, 05
trennen sich die Solitonen kurze Zeit spa¨ter wieder, sind dann jedoch nicht mehr formin-
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Abbildung 5.11: a) Mean-Field-Energie Emf und b) chemisches Potential µ aufgetragen
gegen die Zeit wa¨hrend eines Stoßes mit Impuls p = 0, 05. Die Phasen-
differenz zwischen den Solitonen betra¨gt ∆ϕ = 0.
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Abbildung 5.12: a) Realteil und b) Imagina¨rteil der Variationsparameter bn aufgetragen
gegen die Zeit. Der Impuls betra¨gt p = 0, 05 wa¨hrend die Phase zu
∆ϕ = 0 gewa¨hlt wurde.
variant. Die Solitonen fu¨hren nach dem Stoß Schwingungen aus. Die Symmetrie bleibt
zu jedem Zeitpunkt erhalten. Die Mean-Field-Energie sowie das chemische Potential
sind in Abbildung 5.11(a) und 5.11(b) dargestellt. Die Mean-Field-Energie Emf ist trotz
der hohen Integrationszeit erhalten. Das chemische Potential zeigt wa¨hrend des Stoßes
allerdings kein systematisches Verhalten. Haben sich die Solitonen wieder voneinander
getrennt, so fu¨hrt das chemische Potential Oszillationen aus, die aus den Oszillatio-
nen der Wellenfunktion resultieren. Die Norm der Gesamtwellenfunktion ist ebenfalls
erhalten. Erstaunlich ist dieses regula¨re Verhalten, wenn statt der Wellenfunktion die
Variationsparameter betrachtet werden. Bisher wurde auf deren Darstellung verzichtet.
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Abbildung 5.13: Stoß zweier Solitonen mit antisymmetrischer Gesamtwellenfunktion und
einem Impuls p = 0, 05. Animation siehe [10].
Um nun jedoch einen Eindruck u¨ber deren Dynamik zu gewinnen, ist der Realteil sowie
der Imagina¨rteil der Gro¨ßen bn in Abbildung 5.12(a) bzw. 5.12(b) dargestellt. Aus den
Abbildungen wird klar, warum bisher auf eine Darstellung der Variationsparameter ver-
zichtet wurde. Sowohl der Realteil als auch der Imagina¨rteil der beiden Gro¨ßen bn fu¨hren
symmetrische Oszillationen bezu¨glich der Geraden Re(bn) = 0 bzw. Im(bn) = 0 aus. Ge-
rade der Verlauf der Imagina¨rteile ist allerdings recht unregelma¨ßig. Die Darstellung der
Wellenfunktionen liefert weitaus anschaulichere Informationen u¨ber die Sto¨ße und wird
weiterhin der Darstellung der Variationsparameter vorgezogen.
Wird die Phasendifferenz zu ∆ϕ = pi gewa¨hlt, so a¨ndert sich das Verhalten nochmals
stark. Der Stoß der antisymmetrischen Wellenfunktion ist in Abbildung 5.13 zu sehen.
Die Solitonen scheinen sich abzustoßen. Norm und Mean-Field-Energie sind wiederum
erhalten. In Abbildung 5.14 sind die Impulse der beiden Solitonen gegen die Zeit aufge-
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Abbildung 5.14: Impulse der beiden Solitonen wa¨hrend des Stoßes aufgetragen gegen die
Zeit. Die Phasendifferenz der Solitonen betra¨gt ∆ϕ = pi.
tragen. Die Impulse der Solitonen tauschen wa¨hrend des Stoßes ihr Vorzeichen, bewegen
sich aber mit dem gleichen Betrag weiter. Anders als bei hohen Geschwindigkeiten wer-
den die Solitonen wa¨hrend des Stoßes abgebremst. Dieses Verhalten tritt in dieser Form
nur bei einer Phasendifferenz von ∆ϕ = pi auf und war in keinem weiteren hier behan-
delten Szenario zu beobachten. Die Erhaltung der Mean-Field-Energie sowie der Norm
der Wellenfunktion spricht fu¨r eine sinnvolle numerische Integration der Bewegungsglei-
chungen.
Wird hingegen der Fall ∆ϕ = pi
8
betrachtet kommt es zu erheblichen Schwierigkeiten.
Abbildung 5.15 zeigt den Stoß zweier Solitonen mit dem Impuls p = 0, 05 und Phasendif-
ferenz ∆ϕ = pi
8
. Die Solitonen treffen aufeinander, jedoch zerfließen die Gaußfunktionen,
was fu¨r ein Versagen der Numerik spricht. Fu¨r das Versagen spricht zudem, dass sowohl
Mean-Field-Energie als auch Norm der Gesamtwellenfunktion ab t ≈ 135 schlagartig
nicht mehr erhalten sind, wie in Abbildung 5.16(a) und 5.16(b) zu sehen ist. Zu die-
sem Zeitpunkt kommt es sowohl bei der Mean-Field-Energie als auch bei der Norm
der Wellenfunktion zu einem sprunghaften Anstieg. Die Integration wurde sowohl fu¨r
die Bewegungsgleichungen aus Abschnitt 2.2.1 als auch fu¨r die umgeschriebenen Bewe-
gungsgleichungen aus Abschnitt 2.2.2 durchgefu¨hrt. Zur Intergration wurde zum einen
ein klassisches Runge-Kutta-Verfahren und zum anderen ein Integrator mit adaptiver
Schrittweise genutzt. Die Integration fu¨hrte jedoch immer auf das gleiche Ergebnis.
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Abbildung 5.15: Betragsquadrat |ψ|2 der Gesamtwellenfunktion fu¨r den Impuls p = 0, 05
und der Phasendifferenz ∆ϕ = pi
8
. Animation siehe [10].
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Abbildung 5.16: a) Mean-Field-Energie Emf und b) Norm ‖ψ‖ wa¨hrend eines Stoßes mit
Impuls p = 0, 05 und Phasendifferenz ∆ϕ = pi
8
.
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5.1.4 Mehrere Gaußfunktionen pro Soliton
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Abbildung 5.17: Betragsquadrat der Gesamtwellenfunktion ψ wa¨hrend eines Stoßes zwi-
schen zwei Solitonen. Die Anzahl der Gaußfunktionen betra¨gt Ngs = 2.
Der Impuls wurde zu p = 1 und die Phasendifferenz zu ∆ϕ = 0 gewa¨hlt.
Animation siehe [10].
In Abschnitt 3 wurde deutlich, dass Solitonen, die aus mehreren Gaußfunktionen beste-
hen, die stationa¨re analytische Lo¨sung der Gross-Pitaevskii-Gleichung deutlich genauer
approximieren, als Ansa¨tze mit nur einer Gaußfunktion. Wie sich die Anzahl der Gauß-
funktionen pro Soliton auf die Sto¨ße auswirkt, soll im Folgenden betrachtet werden.
In Abbildung 5.17 ist der Stoß zweier Solitonen mit dem Impuls p = 1 und der Pha-
sendifferenz ∆ϕ = 0 zu sehen. Anders als in Abbildung 5.1 ist in Abbildung 5.17 die
Anzahl der Gaußfunktionen pro Soliton von Ngs = 1 auf Ngs = 2 erho¨ht. Die Erho¨hung
der Anzahl der Gaußfunktionen pro Soliton a¨ndert zwar die Form der Solitonen, wa¨h-
rend des Stoßes tritt jedoch kein qualitativ anderes Verhalten auf. Auf die Darstellung
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Abbildung 5.18: Stoß zweier Soitonen mit Ngs = 2 sowie Impuls p = 0, 5 und symmetri-
scher Gesamtwellenfunktion. Animation siehe [10].
des Stoßes mit antisymmetrischer und Gesamtwellenfunktion ohne weitere Symmetrie-
eigenschaften wird deshalb verzichtet. Die Symmetrie der Gesamtwellenfunktion sowie
deren Norm und Mean-Field-Energie bleiben beim Stoß erhalten. Die Solitonen werden
beim Anna¨hern aufeinander zu beschleunigt und abgebremst, wenn sie sich voneinander
entfernen. Wie auch im Fall einer Gaußfunktion pro Soliton nimmt die Zahl der Peaks
durch die Erho¨hung des Impulses zu. Die Erho¨hung des Impulses stellt wiederum fu¨r
die numerische Integration der Bewegungsgleichungen keinerlei Schwierigkeiten dar. Die
numerischen Schwierigkeiten bei langsamen Sto¨ßen werden jedoch verscha¨rft. Durch die
Wahl zweier Gaußfunktionen pro Soliton kommt es schon bei einem Impuls von p = 0, 5
zu erheblichen Schwierigkeiten bei der Integration der Bewegungsgleichungen. Fu¨r den
Fall p = 0, 5 ist der Stoß in Abbildung 5.18 dargestellt. Die Symmetrie der Wellenfunk-
tion bleibt zwar erhalten, allerdings gilt dies numerisch nicht mehr fu¨r die Erhaltungs-
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Abbildung 5.19: a) Mean-Field-Energie Emf und b) Norm ‖ψ‖ der Wellenfunktion wa¨h-
rend des Stoßes zweier Solitonen mit Ngs = 2 Gaußfunktionen pro So-
liton und einem Impuls p = 1. Die Phasendifferenz betra¨gt ∆ϕ = 0.
gro¨ßen des Systems. Die Mean-Field-Energie als auch die Norm der Wellenfunktion sind
in Abbildung 5.19(a) und 5.19(b) gegen die Zeit aufgetragen. Wie auch bei einer Gauß-
funktion pro Soliton kommt es zu einer sprunghaften A¨nderung der Mean-Field-Energie
und der Norm der Gesamtwellenfunktion ψ. Dieses Verhalten tritt allerdings schon bei
deutlich gro¨ßeren Impulsen auf. Wird die Anzahl der Gaußfunktionen auf Ngs = 4 er-
ho¨ht, so kommt es sogar schon bei p = 1 zu numerischen Schwankungen der Norm sowie
der Mean-Field-Energie.
Der Stoß fu¨r Ngs = 4 und p = 1 mit symmetrischer Gesamtwellenfunktion ist in Abbil-
dung 5.20 dargestellt und a¨hnelt stark dem aus Abbildung 5.1. Die Mean-Field-Energie
und die Norm sind in Abbildung 5.21(a) bzw. 5.21(b) dargestellt. Beide a¨ndern sich wa¨h-
rend des Stoßes. Durch geringere Schrittweiten des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens
und durch geringere Fehlertoleranzen bei der Integration mit adaptiver Schrittweite
konnte dieses Verhalten nur gering beeinflusst werden.
Die Erho¨hung der Anzahl der Gaußfunktionen pro Soliton stellt eine Herausforde-
rung an die numerische Integration der Bewegungsgleichungen dar. So kommt es bei
der Erho¨hung der Anzahl Ngs der Gaußfunktionen schon bei immer gro¨ßeren Impulsen
p zu Schwierigkeiten bei der Integration. Durch die geringen Impulse werden die In-
tegrationszeiten der Bewegungsgleichungen recht hoch, was mit eine Erkla¨rung fu¨r die
auftretenden Probleme sein kann. Bei einer Gaußfunktion konnten die Breitenparameter
an sowie Amplitudenparameter cn analytisch berechnet werden, was wiederum die Sta-
bilita¨t der Integration der Sto¨ße aus einer Gaußfunktion pro Soliton erho¨hen kann. Sehr
hohe Impulse stellen hingegen fu¨r die numerische Integration kein Problem dar, auch
wenn Ansa¨tze aus mehreren Gaußfunktionen pro Soliton betrachtet werden.
55
5 Sto¨ße zwischen Solitonen
t
x
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
|ψ|2
Ngs = 4, p = 1,∆ϕ = 0
0
5
10
15
20
-30 -20 -10 0 10 20 30
Abbildung 5.20: Betragsquadrat der Gesamtwellenfunktion ψ wa¨hrend des Stoßes zweier
Solitonen aus Ngs = 4 Gaußfunktionen, einem Impuls von p = 1 und
symmetrischer Gesamtwellenfunktion. Animation siehe [10].
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Abbildung 5.21: Mean-Field Energie Emf sowie Norm der Gesamtwellenfunktion auf-
getragen gegen die Zeit, wa¨hrend eines Stoßes zweier Solitonen aus
Ngs = 4 Gaußfunktionen pro Soliton und einem Impuls p = 1.
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5.2 Sto¨ße mehrerer Solitonen
In Abschnitt 5.1 beschra¨nkten sich die Betrachtungen auf Sto¨ße zwischen zwei Solitonen.
Auf Systeme mit mehr als zwei Solitonen soll im Folgenden eingegangen werden. Die
Beschra¨nkung auf eine Gaußfunktion pro Soliton grenzt die numerischen Schwierigkeiten
ein. Die Anzahl der mo¨glichen Szenarien ist beliebig groß. Es wird beispielhaft auf zwei
interessante Fa¨lle eingegangen.
5.2.1 Sto¨ße zwischen drei Solitonen
Werden drei Solitonen betrachtet, so ko¨nnen Sto¨ße realisiert werden, bei denen zwei So-
litonen gleichzeitig auf ein weiteres Soliton treffen. Es wird angenommen, dass sich zwei
der Solitonen mit dem betragsma¨ßig selben Impuls ±p auf den Ursprung zu bewegen
und zu jedem Zeitpunkt den gleichen Abstand x0 zum Ursprung besitzen. Das dritte
Soliton ist im Ursprung zentriert und ruht. Das so gewa¨hlte Koordinatensystem ent-
spricht dem Schwerpunktsystem der drei Solitonen. Mit den Breitenparametern a und
Amplitudenparametern c′ aus Abschnitt 3.1
a =
1
16pi
sowie c′ = ln
(√
1√
8pi
)
= −1
2
ln
(√
8pi
)
la¨sst sich die Wellenfunktion als
ψ =
√
1√
8pi
e− (x+x0)216pi +ip(x+x0)+iϕ1︸ ︷︷ ︸
∝ψ1
+ e−
x2
16pi
+iϕ2︸ ︷︷ ︸
∝ψ2
+ e−
(x−x0)2
16pi
−ip(x−x0)+iϕ3︸ ︷︷ ︸
∝ψ3
 (5.21)
schreiben. ϕ1, ϕ2 und ϕ3 bezeichnen dabei die Phase der jeweiligen Wellenfunktion ψ1,
ψ2 und ψ3. Die beiden bewegten Solitonen besitzen den gleichen Impuls, wodurch sich
ihre Phase nach Gleichung (4.30) gleich schnell a¨ndert. Die bewegten Solitonen besit-
zen folglich eine konstante Phasenbeziehung, die zu Beginn festgelegt werden kann. Die
Phasena¨nderung des ruhenden Solitons unterscheidet sich von der Phasena¨nderung der
bewegten Solitonen. Durch die Zentrierung des ruhenden Solitons im Ursprung, ist des-
sen Wellenfunktion symmetrisch, unabha¨ngig von der Phase ϕ2
ψ2(x) = ψ2(−x). (5.22)
Wird die Phasendifferenz ∆ϕ der beiden bewegten Solitonen zu ∆ϕ = 0 gewa¨hlt, so ist
die Gesamtwellenfunktion ebenso symmetrisch. Im Folgenden werden als Startbedingung
die Phasen ϕ1, ϕ2 und ϕ3 Null gesetzt. Die Wellenfunktion lautet so zu Beginn
ψ =
√
1√
8pi
(
e−
(x+x0)
2
16pi
+ip(x+x0) + e−
x2
16pi + e−
(x−x0)2
16pi
−ip(x−x0)
)
. (5.23)
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Abbildung 5.22: Stoß dreier Solitonen mit symmetrisch gewa¨hlter Gesamtwellenfunkti-
on. Die beiden bewegten Solitonen besitzen den Impuls p = 1 bzw.
p = −1. Animation siehe [10].
Der Abstand der bewegten Soltitonen zum Ursprung wird am Anfang als x0 = 30 ge-
wa¨hlt, damit der U¨berlapp der Wellenfunktionen zu vernachla¨ssigen ist.
Der Stoß der symmetrischen Wellenfunktion ist in Abbildung 5.22 dargestellt, wobei
die bewegten Solitonen einen Impuls von p = ±1 besitzen. Die Solitonen u¨berlagern sich
wie beim Stoß zweier Solitonen und bilden ein Interferenzmuster aus. Die Symmetrie
bleibt wa¨hrend des gesamten Stoßes erhalten. Das Verhalten wa¨hrend des Stoßes ist
in Abbildung 5.22 nur schwer zu erkennen, findet sich aber als Animation wieder [10].
Nach dem Stoß befindet sich, wie vor dem Stoß, ein ruhendes Soliton im Urspung. Die
beiden weiteren Solitonen bewegen sich mit dem gleichen Impuls wie zuvor und scheinen
einander zu durchdringen. Norm und Mean-Field-Energie sind wa¨hrend des gesamten
Stoßes erhalten.
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5.2.2 Sto¨ße zwischen vier Solitonen
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Abbildung 5.23: Aufeinanderfolgende Sto¨ße von Solitonen. Der Impuls des bewegten So-
litons wurde zu p = 2 gewa¨hlt. Animation siehe [10].
Als letztes wird ein System aus vier Solitonen betrachtet, bei dem ein Soliton nacheinan-
der mit den anderen Solitonen sto¨ßt. Anders als beim Stoß dreier Solitonen geht es dabei
nicht darum, die U¨berlagerung mehrerer Solitonen zu untersuchen, sondern wie gut sich
mehrere Sto¨ße hintereinander beschreiben lassen. Der Impuls von drei der vier Solitonen
wird gleich gewa¨hlt, wa¨hrend das letzte Soliton nacheinander mit den Anderen sto¨ßt. Die
Festlegung dreier gleich schneller Solitonen verhindert, dass eine Gesamtwellenfunktion
mit zusa¨tzlichen Symmetrieeigenschaften festgelegt werden kann. Es wird deshalb auf die
Wahl des Schwerpunktsystems verzichtet und die Solitonen so angeordnet, dass sich die
Sto¨ße gut beobachten lassen. Dazu wird das Ruhesystem der drei Solitonen gewa¨hlt. Die
A¨nderung der Phase ist fu¨r die drei ruhenden Solitonen gleich groß, unterscheidet sich
aber von der Phasena¨nderung des bewegten Solitons. Die ruhenden Solitonen werden
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bei x = −30, x = 0 und x = 30 zentriert, wodurch der U¨berlapp der Wellenfunktionen
zu vernachla¨ssigen ist. Der Impuls des bewegten Solitons betra¨gt p = 2 und das Soliton
ist am Anfang bei x = −70 zentriert. Die Phasen aller Solitonen werden zu Beginn Null
gesetzt. Die Sto¨ße sind in Abbildung 5.23 zu sehen. Die Solitonen interferieren wa¨hrend
des Stoßes, befinden sich nach den Sto¨ßen allerdings wieder im selben Bewegungszustand
wie zuvor. Obwohl das bewegte Soliton teilweise mit zwei Solitonen u¨berlappt, verlaufen
die einzelnen Sto¨ße wie die Sto¨ße aus Kapitel 5.1. Das bewegte Soliton durchdringt die
ruhenden Solitonen, wobei die einzelnen Sto¨ße unterschiedlich verlaufen. Grund dafu¨r ist
die unterschiedlich schnell oszillierende Phase der Wellenfunktionen. Die Phasenbezie-
hung zwischen dem bewegten Soliton und den einzelnen ruhenden Solitonen ist bei allen
drei Sto¨ßen unterschiedlich, wodurch sich das Interferenzmuster der Sto¨ße unterscheidet.
Sind die Geschwindigkeiten der Soltionen bei den Sto¨ßen hinreichend groß, so zeigt
sich bei allen behandelten Szenarien, sowohl bei einer Gaußfunktion pro Soliton als auch
bei mehreren Gaußfunktionen pro Soliton, eine Erhaltung der Struktur der Solitonen vor
und nach dem Stoß. Ebenso ist die Anzahl der Solitonen vor und nach dem Stoß erhalten.
Dieses Verhalten wa¨re auch klassisch zu erwarten. Die Betragsquadrate der Wellenfunk-
tionen ko¨nnen als Teilchendichten interpretiert werden. Treffen die Wellenfunktionen
aufeinander, so stoßen klassisch die einzelnen Teilchen der Solitonen miteinander. Fu¨r
all diese Sto¨ße muss der klassische Impuls- und Energiesatz erfu¨llt sein, sodass sich die
Solitonen selbst wie klassische Teilchen verhalten. Fu¨r geringe Impulse verglichen mit
dem Ruheimpuls der Solitonen aus Gleichung (4.4) spielen quantenmechanische Effekte
eine immer gro¨ßer werdende Rolle und es kommt, wie in Abbildung 5.10 erkennbar, zu
Abweichungen von der klassischen Stoßdynamik.
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In der vorliegenden Arbeit wurde die Dynamik von Bose-Einstein Kondensaten un-
tersucht. Die Bewegung der Teilchen beschra¨nkte sich dabei auf eine Raumrichtung,
sodass die Dynamik eindimensional behandelt wurde. Zwischen den Teilchen besteht
eine attraktive Kontaktwechselwirkung. In verdu¨nnten Gasen kann durch eine Mean-
Field-Na¨herung die eindimensionale Gross-Pitaevskii-Gleichung aufgestellt werden, die
das System beschreibt. Anders als die Schro¨dingergleichung ist die Gross-Pitaevskii-
Gleichung allerdings nicht linear. Die Sta¨rke der Kontaktwechselwirkung geht dabei
durch die Kopplungskonstante g vor dem nichtlinearen Term ein. Eine genauere Be-
trachtung der Einheiten offenbart allerdings, dass die Kopplungskonstante g kein frei-
er Parameter fu¨r spa¨tere Untersuchungen ist, sondern durch die Wahl der Einheiten
beeinflusst werden kann. Eine A¨nderung von g entspricht so nur einer Skalierung der
La¨ngeneinheit. Analytische Lo¨sungen der Gross-Pitaevskii-Gleichung sind bekannt, be-
schra¨nken sich jedoch auf stationa¨re Lo¨sungen, die als helle Solitonen bezeichnet werden.
Die stationa¨ren Lo¨sungen ko¨nnen durch einen Ansatz aus Gaußfunktionen approximiert
werden. Mit Hilfe des Variationsprinzips nach McLachlan ko¨nnen fu¨r diesen Ansatz Be-
wegungsgleichungen fu¨r die Variationsparameter aufgestellt werden, die die Dynamik der
Solitonen beschreiben.
Fu¨r die Untersuchung der Dynamik mu¨ssen zuerst Fixpunkte der Bewegungsgleichun-
gen gefunden werden. Fu¨r den Fall, dass die hellen Solitonen nur durch eine Gaußfunk-
tion beschrieben werden, ko¨nnen die Fixpunkte analytisch berechnet werden. Wird zur
Beschreibung der hellen Solitonen allerdings mehr als eine Gaußfunktion herangezogen,
so erfolgt die Fixpunktsuche numerisch. Werden die gefundenen Fixpunkte u¨ber die
Anzahl der verwendeten Gaußfunktionen aufgetragen, so zeigt sich ein Muster, welches
die weitere Fixpunktsuche vereinfacht. Die Fixpunkte wurden fu¨r Ansa¨tze aus bis zu
sechs Gaußfunktionen pro Soliton bestimmt. Ein Vergleich des Ansatzes mit den hellen
Solitonen zeigt allerdings schon bei vier Gaußfunktionen pro Soliton eine sehr pra¨zise
Approximation.
Sind die Fixpunkte der Bewegungsgleichungen bekannt, so kann den Solitonen durch
geeignete Wahl der Variationsparameter eine Geschwindigkeit zugeordnet werden. Die
Oszillation der Phase der Wellenfunktionen wird durch die Geschwindigkeit beeinflusst.
Solitonen unterschiedlicher Geschwindigkeit besitzen somit keine feste Phasenbeziehung.
Durch die Erho¨hung der Geschwindigkeit zeigen Real- sowie Imagina¨rteil der Wellen-
funktionen zunehmend Oszillationen. Die Erho¨hung der Anzahl der Gaußfunktionen pro
Soltionen wirkt sich auf die Form der Solitonen sowie deren Energie aus, es wird aller-
dings kein qualitativ anderes Verhalten beobachtet.
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Fu¨r die Untersuchung von Sto¨ßen mu¨ssen mehrere Solitonen durch eine Wellenfunkti-
on beschrieben werden. Formal geschieht dies, indem die Gaußfunktionen des Ansatzes
unterschiedliche Solitonen beschreiben, die jeweils fu¨r sich normiert sind. Bei Sto¨ßen
zwischen zwei Solitonen kann als Koordinatensystem das Schwerpunktsystem gewa¨hlt
werden, indem sich beide Solitonen betragsma¨ßig gleich schnell bewegen und somit eine
konstante Phasenbeziehung zwischen ihnen besteht. Durch die Festlegung dieser Pha-
senbeziehung kann die Gesamtwellenfunktion unter anderem symmetrisch als auch an-
tisymmetrisch gewa¨hlt werden. Fu¨r hinreichend große Stoßgeschwindigkeiten treten bei
den Sto¨ßen keinerlei numerische Schwierigkeiten auf. Die Solitonen u¨berlagern sich und
bilden Interferenzmuster aus. Die Stoßgeschwindigkeit beeinflusst dabei die Anzahl der
Interferenzpeaks. Wa¨hrend des Stoßes bleiben die Symmetrieeigenschaften der Wellen-
funktion erhalten. Besitzt die Wellenfunktion keine weiteren Symmetrieeigenschaften,
so verlaufen auch die Sto¨ße asymmetrisch. Bei langsamen Sto¨ßen wird bei einer Gauß-
funktion pro Soliton ein weiterer Effekt beobachtet. Die Solitonen haften aneinander,
ko¨nnen sich nach kurzer Zeit aber auch wieder, abha¨ngig von der Stoßgeschwindigkeit,
voneinander trennen. Nachdem sich die Solitonen voneinander getrennt haben schwingen
die Solitonen und sind nicht wie vor dem Stoß forminvariant. Dieses Pha¨nomen kann bei
Ansa¨tzen aus mehreren Gaußfunktionen jedoch nicht beobachtet werden, da es zu nume-
rischen Schwierigkeiten kommt. Durch die steigende Anzahl an Gaußfunktionen wird die
Stoßgeschwindigkeit, bei der es zu numerischen Schwierigkeiten kommt immer gro¨ßer.
Die Stoßgeschwindigkeit, bei der die Solitonen aneinander haften konnte schon bei zwei
Gaußfunktionen pro Soliton nicht mehr untersucht werden. Sto¨ße zwischen mehreren
Solitonen konnten ebenfalls simuliert werden. Die Anzahl der mo¨glichen Stoßszenarien
ist dabei beliebig groß und es wurde sich auf zwei interessante Fa¨lle beschra¨nkt.
Es verbleibt somit gerade bei langsamen Sto¨ßen als auch bei Sto¨ßen mehrerer So-
litonen Untersuchungsbedarf fu¨r folgende Arbeiten. Ein Vergleich der Ergebnisse des
Variationsansatzes und numerisch exakten Simulationen auf einem Gitter kann zudem
weitere Abscha¨tzungen u¨ber die Gu¨te des Variationsansatzes liefern.
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